Vuoden 1997 pohjoismaisen kilpailun ratkaisut

1. Jos A on joukko, jonka alkiot ovat seitsemén positiivista lukua, niin kuinka
monta A:n alkioista muodustuvaa kolmikkoa (z,y, z), missd z < y ja z +y = z, on
enintaén olemassa?

Vastaus. Tiéllaisia kolmikoita voi olla enimmilldan yhdekséan.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on tutkia, miten kolmikoiden maara kasvaa, kun lukujen
méaara lisdantyy.

Olkoon f(n) suurin mahdollinen kolmikoiden méaéra, kun lukuja on n. Tavoitteena
on laskea f(7). Selvésti f(1) = f(2) =0 ja f(3) = 1.

Vaite. Patee

fn+1) < fm) + |5

kaikilla n > 3.

Viitteen todistus. Olkoot ay < ... < a, < a,y1 jotkin luvut. Haluttuja kolmikoita
(7,9, 2), joissa x < y, x +y = 2 ja joissa a,41 on mukana on enimmilldén | %]. Luvun
an+1 tulee nimittdin vastata lukua z, ja kukin luvuista aq, . . ., a, voi esiintyé enintédan
yhdesséa téllaisessa kolikossa.

Koska kolmikoita (z,y, z), joissa lukua ay,...,a, ei esiinny, on enintdén f(n),
patee taten

fn+1) < f(n) + [gJ .

Ratkaisun vitmeistely. Nyt saadaan f(4) < 2, f(5) < 4, f(6) < 6 ja f(7) < 0.
Toisaalta on mahdollista, etté kolmikkoja on yhdeksén: lukujen

1,2,3,4,5,6,7
joukosta voidaan valita kolmikot

(1,2,3),(1,3,4), (1,4,5), (1,5,6), (1,6,7),

2. Olkoon ABC'D kupera nelikulmio. Oletetaan, etté nelikulmion sisilla on piste P,
jolle kolmioiden ABP, BC'P, CDP ja DAP alat ovat samat. Osoita, ettd nelikulmion
lavistajista ainakin toinen jakaa toisen kahteen yhté pitkddn osaan.

Ratkaisu. Ratkaisu perustuu siihen, ettd P:n tulee olla jommallakummalla moni-
kulmion lavistajista.



B C

Jotta kolmioiden ABP ja ADP alat ovat samat, tulee pisteiden B ja D olla yhté
kaukana suorasta AP. Siis suora AP puolittaa janan BD. Vastaavasti suora C'P
puolittaa janan BD.

Tutkitaan sitten kahta tapausta. Jos lavistdjan BD keskipiste on lavistdjalla AC,
olemme valmiit. Muussa tapauksessa tilanne nayttda seuraavalta:

A

B

Koska A, P ja M sekd C, P ja M ovat samalla suoralla, tulee pated P = M.

Kuten aiemmin todetaan, ettd BP ja DP puolittavat janan AC. Téasté seuraa,
ettd lavistdja BD puolittaa lavistdjan AC.

3. Olkoot A, B,C ja D nelja eri pistettéd tasossa. Janoista Ab, Ac, AD, BC, BD ja
C'D kolmen pituus on a. Muiden kolmen pituus on b, missa b > a. Maaritd osaméaran
g kaikki mahdolliset arvot.

Vastaus. Suhteen 2 mahdolliset arvot ovat v/3 ja 2cos(36°) = (V54 1)/2.

Ratkaisu. Ratkaisu perustuu tapauksien tutkimiseen sen mukaan, miten a-pituiset
sivut asettuvat neljéan pisteen vilille.

Tutkitaan ensin tapausta, jossa jostakin kérjesté, esimerkiksi A:sta, lahtee kolme
samanpituista janaa. Talloin kolmio BC'D on tasasivuinen kolmio ja A on sen
keskipiste.



C D

Koska b > a, kolmion BC'D sivun pituus on b. Suhteen b/a saa laskettua esimer-
kiksi seuraavasti: kolmion BC'D korkeusjanan pituus on v/3b/2 ja painopiste jakaa
mediaanit osiin suhteessa 2 : 1, joten

b b
b_ V3.

a 2.V3b
3

Tutkitaan sitten tapausta, jossa mistaan kérjesté ei lahde kolmea samanpituista
janaa. Symmetrian vuoksi voidaan olettaa, ettdi AB = BC' = C'D = a. Tilanne
nayttaa kutakuinkin seuraavalta:

A

B a C

Koska a < b, on kulmien ZCOBA ja ZDCB oltava tylppia. Lisiksi kulmien on
oltava yhté suuria, koska kolmioiden ABC' ja BC'D sivut AC ja BD ovat molemmat
b:n pituisia ja kolmiot ovat siten yhtenevié. Liséksi tulee pated AC' = AD, eli kolmion
C AD tulee olla tasakylkinen. Téten pisteet A ja D ovat samalla puolella suoraa AC.

A b D

B a C

Pisteet A, B, C, D ovat siis sdannollisen viisikulmion nelja kirkipistettd. Erityisesti
kulma ZCBA on 108 astetta, ja kosinilauseella

b’ = a® + a* — 2a” cos(108°) = 2a*(1 + cos(72°))

3



eli

b
— = /2(1 + cos(72°)).

a

Tiatd voi vield sieventid kiyttamalld identiteettid cos(2x) = cos(x)? — sin(r)? =
2 cos(z)? — 1, jolloin saadaan

b
— = 2cos(36°).

(Liséiksi pitee cos(36°) = (v/5 + 1)/4, joten & = (v/5+1)/2.)

4. Olkoon f ei-negatiivisten kokonaislukujen joukossa {0,1,2,...} mééritelty
funktio, jolle péatee

f2x)=2f(x), fAz+1)=4f(x)+3 ja f(dx—1)=2f2x—-1)—1.

Osoita, ettd f on injektio, ts. ettéd jos f(x) = f(y), niin x = y.
Ratkaisu. Ratkaisu perustuu tarkasteluun modulo 4 ja induktioon.

Huomataan, ettéd jos z on parillinen, niin my6s f(z) on parillinen. Liséksi jos z on
pariton, niin my6s f(z) on pariton.

Jos taas z =1 (mod 4) eli z =4k + 1, niin f(z) = 4f(k)+3 =3 (mod 4). Lisdksi
jos z =3 (mod 4) eli z =4k — 1, niin patee f(z) = 2f(2k — 1) — 1, ja koska f(2k —1)
on pariton, niin f(z) =2—-1=1 (mod 4).

Osoitetaan sitten viite induktiolla. Huomataan, ettd f(0) =0, f(1) =3, f(2) =6
ja f(3) = 5, joten perustapaukset ovat kunnossa. Osoitetaan, etta jos kaikilla z,y < n

ehdosta f(z) = f(y) seuraa x = y, niin myo6s kaikilla x,y < 2n ehdosta f(x) = f(y)
seuraa T = y.

Oletetaan siis, ettd x ja y ovat sellaisia, etta f(z) = f(y) = cja z,y < 2n. Jos ¢
on parillinen, edellisen nojalla = ja y ovat parillisia. Kirjoitetaan x = 22’ ja y = 2y/.
Nyt f(x) =2f(2') ja f(y) = 2f(y'), joten f(2') = f(v/). Induktio-oletuksen nojalla
' =1y jasiten x = y.

Jos ¢ =3 (mod 4), alun huomioiden nojalla pitee x = y = 1 (mod 4). Kirjoitetaan
r=42r"+1jay=4y + 1. Nyt f(x) =4f(2") + 3 ja f(y) = 4f(y') + 3, joten taas
f@) = f(y), o =y jax=y.

Samoin tapauksessa ¢ = 1 (mod 4) pitee v = y = 3 (mod 4). Kirjoittamalla
r =4x' — 1 jay = 4y’ — 1 saadaan taas 2f(22' — 1) — 1 = 2f(2y' — 1) — 1, joten
20 —1=2y —ljax=y.



