Vuoden 2003 pohjoismaisen kilpailun ratkaisut

1. 10-riviselle 14-sarakkeiselle shakkiruudukolle asetetaan kivid. Asettelun jilkeen
havaitaan, ettd kullakin rivilla ja kullakin sarakkeella on pariton maara kivid. Néyté,
ettd mustilla ruuduilla on parillinen méaara kivid, kun ruudut on véritetty tavan-
omaisesti vuorotellen mustiksi ja valkoisiksi. Huomaa, ettd yhdelld ruudulla voi olla
useampia kivia.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on laskea yhteen tietyilld riveilld ja sarakkeilla olevien
kivien maédrat.

Lasketaan yhteen seuraaviin kuviin merkittyjen rivien ja sarakkeiden kivien maarat.

Alla olevaan kuvaan on merkitty ruudut, joiden kivet tulevat lasketuksi. Risteys-
kohdissa olevat ruudut tulee laskettua kahdesti.

Huomataan, ettd mustissa ruuduissa olevat kivet tulevat lasketuksi tasan kerran
ja valkoisissa ruuduissa olevat kivet tulevat lasketuiksi kahdesti tai ei kertaakaan.



Koska yhteen laskettujen rivien ja sarakkeiden méara 7+ 5 = 12 on parillinen, seuraa
tasta ettd mustilla ruuduilla on parillinen maéra kivia.

2. Etsi kaikki kokonaislukukolmiot (z,y, z), joille

2% +y® + 2% — 3xyz = 2003.

Vastaus. Yhtélon ratkaisut ovat (z,y, z) = (668, 668, 667) permutaatioineen.

Tunnettu tekijoihinjako kertoo

Py 8 By = (e y )@y 4+ 22— oy — yz — 2x)

_(l’+y+z)((x_y>2+(y_22)2+(2—x)2>'

Koska jalkimmaéinen tulontekijéistd on epanegatiivinen, tulee myos ensimméisen olla.

Voidaan tarkistaa, ettd 2003 on alkuluku. Téaten ainoa vaihtoehto on x+y+2z = 2003,
(z —y)* + (y — 2)> + (2 — 2)* = 2. Kahden neliéistd tulee olla 1 ja kolmannen 0.
Tésté seuraa, ettd kaksi luvuista (x,y, z) on 668 ja kolmas on 667.

Kommentti. Tekijoihinjaon voi 16ytii ajattelemalla lauseketta a3 413 + 23 — 3zyz
polyomina z:n suhteen ja huomata nollakohta z = —(y + z). Voi myos ajatella, etta
tekijoihinjaon polynomien pitda olla symmetrisid ja toisen polynomeista pitéa olla
ensimmaéisen asteen polynomi, miké ei jatd montaa mahdollisuutta.

3. Tasasivuisen kolmion ABC sisélld on piste D, jolle patee ZADC = 150°. Todista,
etté kolmio, jonka sivut on |AD|,|BD| ja |CD|, on valttdméttd suorakulmainen.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on suorittaa kierto pisteen C' suhteen.
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Kierretdén kuviota 60 astetta pisteen C' suhteen. Piste A kuvautuu pisteeksi B ja
piste D kuvautuu seuraavan kuvan pisteeksi E.
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Kierron seurauksena C DA ja C'E'B ovat yhtenevia ja C'DFE on tasasivuinen kolmio.
Taten BED on suorakulmainen kolmio, jonka sivun pituudet ovat AD, BD ja CD.
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Kommentti. Tehtdvin voi ratkaista myos toisella tavalla kiyttamaélla analyyttista
geometriaa. Ideana on tulkita ehto ZADC = 150° niin, ettd D sijaitsee erdén
ympyran kehélld (nimittdin sen, jonka keskipiste on B:n peilaus AC'n yli ja joka
kulkee pisteiden A ja C kautta). Pisteet voi asettaa koordinaatistoon niin, etté
A = (1,0), C = (—1,0) ja B = (0,v/3), jolloin ympyrin keskipiste on (—+/3,0).
Tamén jalkeen voi laskea pituudet AD, BD ja C'D ja todistaa viitteen.
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4. Olkoon R* = R\ {0} nollasta poikkeavien reaalilukujen joukko. Etsi kaikki
funktiot f : R* — R*, joille

f@) + f(y) = fleyf(z +y)),
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kun z,y € R* jax +y # 0.
Vastaus. Pitee f(z) = 1/z kaikilla z € R*.
Ratkaisu. Ratkaisun ideana on yrittaa valita x ja y niin, ettd x = zyf(z + ).

Yritetddn saada yhtdlon termit kumoutumaan valitsemalla z ja y niin, ettd f(z) =
flzyf(z +y)) eli x = zyf(x + y). Koska talléin pétisi f(y) = 0 ja f:n arvot ovat
nollasta eroavia, tulee titen pated z # xyf(x + y) kaikilla z,y € R* eli

1
f(a:—i—y);é;

kaikilla z,y € R*.

Olkoon nyt z € R* mielivaltainen. Jos f(z) # 1/z, voitaisiin valita y € R* niin, ettd
f(2) = 1/y ja sitten valita x # 0, jolla z + y = z, vastoin edelld saatua epayhtaloa.
Téten f(z) =1/z. Siis f(z) = 1/z kaikilla z.



