29. Pohjoismainen matematiikkakilpailu
Tiistai, 24. maaliskuuta 2015

Tehtavien ratkaisuja

1. Olkoon ABC' kolmio ja I" ympyré, jonka halkaisija on AB. Kulman /BAC puolittaja
leikkaa I':n (myds) pisteessa D kulman ZABC' puolittaja leikkaa I':n (my6s) pisteessd E.
Kolmion ABC sisadn piirretty ympyra sivuaa BC':ta pisteessia F ja AC':td pisteessa G.
Osoita, etta D, E, F' ja G ovat samalla suoralla.

1. ratkaisu. Suora ED leikkaa BC:n pisteessa F’
ja AC'n pisteessd, G'. Suorat AD ja BE leikkaavat
toisensa kolmion ABC' sisaympyran keskipisteessa I.
Pyritdan osoittamaan, ettd IG' LAC ja IF' 1 BC. Sil-
loin G’ ja F’ ovat kolmion ABCn AC ja BC sivua-
mispisteet ja siis G’ = G sekd F' = F. Osoitetaan,
ettd A, I, G’ ja FE ovat samalla ympyralld. Tahan riit-
taa, jos nahdaan, ettda LIAG = ZIEG'. Mutta nain
todella on, silla AD on kulman ZC'AB puolittaja, jo-
ten /G'AI = /CAD = /DAB = /DEB = /G'EI.
Yhtéaloketjun toiseksi viimeinen yhtasuuruus perustuu
kehakulmalauseeseen sovellettuna ympyraan I'. Koska
AB on ympyran I' halkaisija, ZAFEB on suora kulma.
Mutta kun kehakulmalausetta sovelletaan ympyraan
AIG'E, ndhdaén, etta LAG'] = LAEI = ZAEB. Kulma ZAG'I on siis myos suora,
joten G’ = G. Aivan samoin ndhdédén, ettd F' = F. Koska G’ ja F’ ovat suoralla ED,
ovat G ja F' myos talla suoralla, ja vaite on todistettu.

2. ratkaisu. (Luetaan edellistd kuvaa niin, ettd F’ ja G’ ovat sivuamispisteet F' ja G.)
Koska kulmat ZAEI = ZAEB ja ZAGI ovat suoria kulmia, AIGE on jannenelikulmio.
Siis /BEG = /IEG = /IAG = /DAC = /DAB = ZBED. Mutta tdméa merkitsee,
ettd G ja D ovat samalla E:n kautta kulkevalla suoralla. Samoin osoitetaan, ettd F' ja
ovat samalla D:n kautta kulkevalla suoralla. Siis G ja F' ovat suoralla ED.

2. Maarita alkuluvut p, q, r, kun tiedetaan, etta luvuista pqr ja p + q + r toinen on 101
kertaa toinen.

Ratkaisu. Olkoon luvuista p, ¢, r suurin m. Koska jokainen luvuista on > 2, niin p +
q+r < 3m japqr > 4m. Kysyttyjen lukujen summa on siis aina pienempi kuin niiden
tulo. Luvut toteuttavat siis yhtéalon pgr = 101(p + g + ). Luku 101 on alkuluku. luvuista
p, q, r ainakin yhden on oltava 101. Oletetaan, ettd r = 101. Silloin pqg = p + ¢ + 101 eli
(p—1)(¢—1) = 102. Luku 102 voidaan jakaa tekij6ihin seuraavilla tavoilla: 102 = 1-102 =
2-51=3-34=6-17. Joukko {p, q} voi siis olla {2, 103}, {3, 52}, {4, 35}, {7, 18}. Mutta
ainoa vaihtoehto, jossa seké p ettd ¢ ovat alkulukuja, on {2, 103} Tehtédvan ainoa ratkaisu
on {p, ¢, r} = {2, 101, 103}.
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3. Olkoon n > 1 ja olkoon p(z) = =" + a,,_12" "' + -+ + ag polynomi, jolla on n reaa-
lista nollakohtaa (moninkertaiset nollakohdat laskettuina kertalukunsa ilmoittaman méé-
ran kertoja). Maaritellddn polynomi q asettamalla

2015

o(@) = [[ ol +3).

Tiedetdédn, ettd p(2015) = 2015. Todista, ettd q:lla on ainakin 1970 eri nollakohtaa
1, ..., T"1970, Riin etta |’I“j| < 2015 kaikille 5 =1, ..., 1970.

Ratkaisu. Merkitédén h;(x) = p(x + j). Tarkastellaan polynomia hgg15. Silld on samoin
kuin p:11& n reaalista nollakohtaa s1, sa, ..., s,. Liséksi hap15(0) = p(2015) = 2015. Vietan
kaavojen mukaan polynomin nollakohtien tulo on polynomin nollannen asteen termi tai
sen vastaluku. Siis |s;s---s,| = 2015. Koska n > 2, ainakin yhdelle s; pétee |s;| <
V2015 < /2025 = 45. Merkitadn tata s;:ta symbolilla m. Kaikilla j = 0,1, ..., 2014
on hgois—j(m + j) = p(m + j + 2015 — j) = p(m + 2015) = hgoi15(m) = 0. Siis luvut
m, m+ 1, ..., m+ 2014 ovat kaikki polynomin ¢ nollakohtia. Koska 0 < |m| < 45, niin
ehdon |m + j| < 2015 toteuttaa ainakin 1970 eri lukua j, 0 < j < 2014, joten viite on
todistettu.

4. Tietosanakirjassa on 2000 numeroitua osaa. Osat on pinottu numerojarjestykseen niin,
ettd osa numero 1 on paallimmaisena ja osa numero 2000 pohjimmaisena. Pinolle voidaan
tehda kahdenlaisia toimenpiteita:
(i) Jos n on parillinen, voidaan ottaa n paallimméaistd osaa ja siirtdé ne jarjestystd muut-
tamatta pinon alimmaisiksi.
(ii) Jos m on pariton, voidaan ottaa pinon n paallimmadistd osaa, vaihtaa niiden jérjestys
painvastaiseksi ja laittaa ne uudelleen pinon paallimmaisiksi.

Kuinka moneen eri jarjestykseen pino voidaan saattaa toistamalla naita kahta toimenpi-
detta?

1. ratkaisu. (Tehtdvédn ehdottajan ratkaisu.) Olkoot 1, 2, ..., 2000 osien paikat yl-
haalta laskien. Tulkitaan numerointi modulo 2000. Huomataan, ettd molemmat tehtavan
operaatiot sailyttavat parittomilla paikoilla olevat osat parittomilla paikoilla ja parillisilla
paikoilla olevat osat parillisilla paikoilla. Operaatio (i) vdhenté&é jokaisen osan paikan nu-
merosta parillisen luvun. Jos A on tyypin (i) operaatio ja B tyypin (ii) operaatio, niin
operaatio A~! BA muuttaa paikoissa n + 1:std n + m:&in olevien osien paikat kiinteiseen
jarjestykseen; n on tassa parillinen ja m pariton luku. Sanomme, tallaista valin kaanta-
miseksi. Osoitetaan nyt, ettd parittomissa paikoissa olevat osat voidaan jarjestda mihin
tahansa jarjestykseen. Jos osa, jonka haluamme paikalle 1 on paikassa mj, kaannetaan
vali 1:sta mq:een. Jos osa, joka halutaan paikalle 3 on paikassa mg, kadnnetaan vali 3:sta
mg:een jne. Nain saadaan parittomissa paikoissa olevat osat mielivaltaiseen jarjestykseen.

Osoitetaan sitten, ettd myos parillisissa paikoissa olevat osat voidaan jarjestda mielival-
taiseen jarjestykseen muuttamatta parittomissa paikoissa olevien osien paikkoja. Tata
varten riittaa, etta osoitetaan minka tahansa kahden parillisissa paikoissa olevan osan ole-
van vaihdettavissa niin, etta kaikkie muiden osien paikat pysyvéat samoina. Paikoissa 2n



ja 2n + 2m olevat osat voidaan vaihtaa seuraavasti. Kaannetaan ensin vali 2n + 1:sta t
2n + 2m — l:een, sitten vali 2n 4 2m + 1:sta 2n — 1:4an, sitten vali 2n + 1:sta 2n — 1:een
ja viimein lisataan 2m jokaisen osan paikkanumeroon.

Koska parittomissa paikoissa olevilla osilla on 1000! eri mahdollista jarjestysta ja samoin
parillisissa paikoissa olevilla osilla, niin osat voidaan kaikkiaan jirjestdi (1000!)? eri tavalla.

2. ratkaisu. (Ratkaisu 1 hiukan formalisoidummin ja monisanaisemmin.) Osoitetaan,
etta osat voidaan jarjestaa niin, etta paritonnumeroiset osat ovat paritonnumeroisilla pai-
koilla mielivaltaisessa jarjestyksessa ja parillisnumeroiset osat ovat parillisilla paikoilla mie-
livaltaisessa jarjestyksessa. Olennainen idea on muodostaa tehtavéssa annetuista operaa-
tioista kaksi yhdistelmaa. Toinen vaihtaa annetulla valilld, jonka molemmat paitepisteet
ovat paritonnumeroisia, olevat osat kdanteiseen jarjestykseen, mutta jattaa muut osat pai-
koilleen, tai jattaa kaikki jollain valilla, jonka paatepisteet ovat parillisnumeroisia paikkoja,
olevat osat paikoilleen, mutta kdantaa taman valin ulkopuolella olevat osat painvastaiseen
jarjestykseen, kun numerointia jatketaan pohjalta niin, ettd se jatkuu paallimmaisesta
paikasta. Toinen yhdistelmaoperaatio pelkastaan vaihtaa kaksi parillisnumeroisissa pai-
koissa olevaa osaa keskendin, mutta pitda kaikki muut osat paikoillaan. — On selvéa, etta
2000 ei ole erikoisasemassa, vaan se voitaisiin korvata mielivaltaisella parillisella luvulla.
Muotoillaan ratkaisu kuitenkin tehtavan tekstin mukaisesti.

Olkoon FE = {1, 2, ..., 2000}. Tulkitaan parillisesta luvusta n ja parittomasta luvusta m
riippuvat operaatiot (i) ja (ii) funktioina f,, : £ — F ja g, : E — E, jotka mééaritelldén
seuraavasti: defined by

~ J2000+p—n, kunp>n, . _fm—=—p+1, kunp<m,
fn(p) {p—n, kun n < p ja gm(p) D, kun m < p.

N&ahdaan heti, ettd f, ja g, kuvaavat parittomat luvut parittomille luvuille ja parilliset
luvut parillisille luvuille. Osia ei siis voi jarjestdd niin, ettd paritonnumeroinen osa joi-
tuisi parillisnumeroiselle paikalle tai parillisnumeroinen osa paritonnumeroiselle paikalle.
Havainnosta f ([1, n]) = [2000 — (n + 1), 2000] seuraa helposti f,; ! = fa000_n-

Olkoon nyt n parillinen ja m pariton ja n+m < 2000. Tarkastellaan yhdistettya funktiota
fitogmofn. Josn < n+p <n+m,niin f,(n+p) =p <m, gm(p) = m—p+1 < 2000—n
ja ft(m—p+1) = faooo_n(m—p+1)=2000+m —p+1—2000+n=n+m+1—p.
Koska f, ([n+1, n+m]|) = [1, m], f, kuvaa luvut p, jotka ovat vélin [n + 1, n + m)]
ulkopuolella, luvuille, jotka ovat vélin [1, m| ulkopuolella; g,, pitdd ndma luvut paikallaan
ja f7! palauttaa f,(p) p:ksi. Olemme siis osoittaneet, ettd kaikilla vileji [s, t] C E kohden,
missa s ja t ovat parittomia, on olemassa funktio h,, joka on yhdistetty f-tyyppisista ja
g-tyyppisista funktiosta niin, ettd h,, kédntda valin [s, t] lukujen jarjestyksen, mutta on
tamén valin ulkopuolella identtinen funktio.

Funktiot hs; tekevat mahdolliseksi jarjestaa paritonnumeroisilla paikoilla olevat osat mie-
livaltaisesti. Jos p;:n pitéisi olla paikalla 1, sovelletaan (tarvittaessa) hq p, :té; jos pa:n olisi
oltava paikassa 3, mutta se on nyt paikassa z, > 3, sovelletaan (tarvittaessa) hs ;:44.
Nain jatkaen paastdan saadaan paritonnumeroiset osat jarjestetyiksi halutulla tavalla.

Jotta voitaisiin muodostaa toinen halutuista operaatioista, on maariteltava edella esitetty
hs: myos tapauksessa ¢ < s. T&td varten tarkastellaan funktiota f, ! o gm o f,, kun
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m+n > 2000. f,:n mééritelmén mukaan f, (n+m—2000) = 2000+ (n+m—2000)—n = m,
joten f,[n +m — 2000+ 1, n] = [m + 1, 2000] Tisti seuraa, etti f, ! o g,, o f, pitii vilin
[n +m — 2000 + 1, n] (jonka pé#étepisteet ovat parillisia) luvut paikallaan. Koska g,
kadantda jarjestyksen valilla [1, m] ja f, ! = faooo—n kuvaa [1, m]:n vilin [n 4+ m — 2000 +
1, n] komplementille niin, ettd fogoo—1(1) = n + 1, tdmén komplementin lukujen jarjestys
kaantyy vastakkaiseksi halutulla tavalla. — On osoitettu, ettd kun s ja ¢ ovat parittomia
jat < s, on olemassa f-typpisisté ja g-tyyppisistd funktioista yhdistetty funktio hs ¢, niin,
ettd hs ¢ on identtinen funktio vélilla [t+1, s —1], mutta kd&ntaa tdmén valin ulkopuolella
olevien lukujen jarjestyksen painvastaiseksi, kun laskeminen aloitetaan s:sta ja jatketaan
luvun 2000 jalkeen luvusta 1, ts modulo 2000.

Osoitetaan nyt, etta kaksi parillisnumeroisissa paikoissa olevaa lukua voidaan vaihtaa kes-
kenaan niin, etta kaikki muut luvut, ja erityisesti siis paritonnumeroisilla paikoilla olevat
luvut pysyvat paikoillaan. Olkoot pysyvat paikoillaan p ja ¢, p < ¢, parillisia. Tarkastel-
laan yhdistettya funktiota ¢, ¢ = f20004p—q © Ap+1, p—1 © Pgt1, p—1 © Rpt1,g—1. Sisimmaéinen
funktio hpyi1 4—1 k@antdd vélin [p + 1, ¢ — 1] lukujen jarjestyksen, mutta pitdd muut lu-
vut paikoillaan, seuraava funktio hgy1 p,—1 pitdd vélin [p, ¢] luvut paikoillaan, hpy1 p—1
pitdd p:n paikoillaan ja kddntad ( mod 2000) joukon E \ {p} lukujen jarjestyksen, and
f20004p—q(p) = ¢q. Kaksi sisintd ¢, ,:n osaa pitévat ¢:n paikoillaan, hpyi -1 kuvaa ¢mn
paikalle z, joka on g — ppaikkaa p:n etupuolella ( mod 2000) ja f2000+p—q = fq__lp siirtaa
x:n q — p askelta taaksepiin, siis paikkaan p. Jos p + k on p:n ja ¢:n valissa, niin sisin
funktio kuvaa sen q — k:ksi, seuraava funktio pitaa ¢ — k:n paikallaan, kolmas funktio kuvaa
q — k:n paikkaan p — (¢ — kK — p) = 2p — g + k ( mod 2000) ja fq__lp kuvaa 2p — q¢ + k:n
takaisin p + k:ksi. Samanlainen pa#ttely osoittaa, ettd ¢, , pitdd myos joukon E \ [p, ¢
luvut paikoillaan.

Koska seka parittomilla ettd parillisilla luvuilla on 1000! eri jarjestysta, tietosanankirjan
osat voidaan annetuilla operaatioilla saattaa (1000!)? eri jarjestykseen.

3. ratkaisu. Osoitetaan induktiolla, ettd jos jarjestetyssad jonossa voi vaihtaa kahden
perakkaisen alkion paikan, niin siina voi vaihtaa kahden mielivaltaisen alkion paikan niin,
etta muut alkiot pysyvat paikoillaan. Jos vaihdettavat alkiot ovat perakkain, asia on selva.
Oletetaan, etta vaite patee, aina kun vaihdettavien alkioiden etaisyys on k askelta. Jos a ja
b ovat alkioita, joiden etdisyys on k + 1 askelta (a ennen b:té) ja c on a:sta seuraava alkio,
niin induktio-oletuksen mukaan voidaan tehda seuraavat vaihdot ..., a,c, ..., b,... —
ey by . — oo byay oo 0 .. — Lo by e, ..., a, ..., missd kolmella pisteella
merkityissé paikoissa olevat alkiot pysyvéat paikoillaan, samoin kuin c.

Jos mielivaltaiset kaksi jonon alkiota voidaan vaihtaa muita alkioita siirtdmatta, jono voi-
daan saattaa mihin tahansa jarjestykseen. Ensimmaiseksi haluttu alkio voidaan vaihtaa
paikalleen. Jos k ensimmaista on jo saatu paikoilleen, niin k+ 1:lle paikalle haluttava ei ole
k:n ensimmaisen joukossa. Se voidaan siis vaihtaa paikalleen sekoittamatta jo paikoilleen
asetettujen alkioiden jarjestysta.

Osoitetaan nyt, etta jokaiset perakkaisissa parittomissa paikoissa olevat osat voidaan vaih-
taa keskenain, niin etta kaikki muut osat pysyvat paikoillaan. Pinon paallimmaisen ja
kolmannen osan voi néin vaihtaa, soveltamalla operaatiota (ii) kolmeen p#éllimmaéiseen
osaan. Sijoilla 2n + 1 ja 2n + 3 olevat osat voi vaihtaa soveltamalla ensin operaatiota



(i) niin, ettd 2n paillimmaistd osaa siirtyvét jarjestyksensa séilyttéden pinon alimmaisiksi,
sitten soveltamalla operaatiota (ii) kolmeen paéllimmaéiseen osaan ja viimein soveltamalla
operaatiota (i) 2000 — 2n:dén padllimmaiseen osaan, jolloin pohjalla olleet 2n osaa palaavat
alkuperiisille paikoilleen ja alun perin pohjalla olleet 2000 — 2n osaa palaavat muuten al-
kuperaisille paikoilleen, paitsi paikoilla 2n+1 ja 2n+ 3 olleet osat ovat vaihtaneet paikkaa.
Edella esitettyjen yleisten tulosten perusteella on nyt selvaa, etta kaikki paritonnumeroiset
osat voidaan operaatiolla (i) ja (ii) saada mihin tahansa jirjestykseen niin, ettd parillisnu-
meroiset osat pysyvat paikoillaan.

Osoitetaan viela, ettd myos parillisnumeroiset osat voidaan samalla tavalla saada mihin
tahansa jarjestykseen. Paikoilla 2 ja 4 olevat osat voidaan vaihtaa tekemaélld operaatio
(ii) pinon viiteen ylimpéan osaan. Silloin paikoilla 1 ja 5 olevat osat vaihtavat paikkaa,
mutta edelld osoitetun perusteella ne saadaan palautettua paikoilleen operaatioita (i) ja
(ii) yhdistelemalla. Perikkéisilla paikoilla 2n ja 2n+2 (n > 1) olevat osat voidaan vaihtaa
tekemalld ensin operaatio (i) 2n — 2:een paallimmaiseen osaan. Silloin paikoilla 2n ja 2n+2
olevat osat siirtyvat paikoille 2 ja 4, ja ne voidaan vaihtaa muuttamatta muiden osien
paikkaa. Operaatio (i) sovellettuna 2000 — (2n — 2):een paillimmaéiseen osaan palauttaa
kaikki osat alkuperaisille paikoilleen, lukuun ottamatta paikoilla 2n ja 2n + 2lleita osia,
jotka ovat vaihtaneet paikkaa. Kaikki parillisnumeroisilla paikoilla olevat osat voidaan
siis saada operaatioilla (i) ja (ii) mielivaltaiseen jarjestykseen, puuttumatta parittomilla
paikoilla oleviin osiin.

Eri jarjestyksid on siis yhteensa (1000!)2.



