Lukion matematiikkakilpailun perussarjan ratkaisuja
2009

Tehtiava 1. Marjoja myytiin rasioissa, jotka oli hinnoiteltu marjatyypin mukaan. 2
rasiaa vadelmia, 2 rasiaa herukoita ja 1 rasia mustikoita maksoi yhteensa 8 euroa, 1
rasia vadelmia, 3 rasiaa herukoita ja 1 rasia mustikoita maksoi 7,5 euroa ja annos,
jossa oli 2 rasiaa vadelmia ja 3 rasiaa mustikoita, maksoi 7 euroa. Kuinka paljon
maksoi yhteensa 3 rasiaa vadelmia, 2 rasiaa herukoita ja 3 rasiaa mustikoita?

P1. Olkoot v, h ja m vadelmien, herukoiden ja mustikoiden rasiahinnat euroina.
Tehtévat ehdot voidaan kirjoitaa yhtaloryhmaéksi

204+2h +m =38
v +3h +m =75
2v +3m ="7.

Kun yhtélot lasketaan puolittain yhteen, saadaan 5(v+h+m) =225eliv+h+m =
4.5. Tasté ja toisesta yhtalosta saadaan 2h = 75— (h+v+m) =75 —45 = 3,
joten h = 1,5. Toisesta yhtélostd saadaan nyt 3v +2h +3m =3(v+h+m) —h =
3-4,5—1,5=12. Siis 3 rasiaa vadelmia, 2 rasiaa herukoita ja 3 rasiaa mustikoita
maksaa yhteensa 12 euroa.

(Yhtaloryhmésta voi myos ensiksi laskea luvut v, h ja m ja sen jilkeen laskea, mita
on 3v + 2h + 3m.)

Tehtava 2. Taydenna alla olvea ruudukko niin, ettd siinéd esiintyvat kaikki luvut
1,2,...,16 ja jokaisen vaaka- ja pystyrivin lukujen summa on sama. Ftsi kaikki eri
tavat tdydentad ruudukko:

P2. Ruudukon lukujen summa on

16 - 17
L4244 16=—— =8-17=4-34,

joten kunkin vaakarivin lukujen summa on 34. Vasemman sarakkeen alimpaan
ruutuun tulee siis luku 14 ja kolmannen rivin neljanteen ruutuun 15.



14

Oikeanpuoleisen sarakkeen kahden tyhjan ruudun lukujen summa on 11. Lukuparit,
joiden osien summa on 11, ovat (1,10), (2,9),(3,8),(4,7) ja (5,6). Kaikkien muiden
paitsi viimeisen parin luvuista ainakin toinen on jo kdytetty. Jaa siis selvitettavaksi
kaksi mahdollisuutta: 5 on oikean sarakkeen ylin ja 6 alin luku tai 6 ylin ja 5 alin.
Tutkitaan nama kaksi tapausta erikseen.

Tapaus 1: 5 on ruudukon oikeassa ylakulmassa.

14 6

Té&lloin ylimman rivin keskimmaéisten lukujen summa on 25, ja luvut 16ytyvat
pareista (9, 16), (10, 15), (11, 14) tai (12, 13). Jalleen vain luettelon viimeinen pari on
mahdollinen. Luku 16 ei voi olla alimmassa rivissé, koska 14 + 16 + 6 > 34. 16 on
siis toisessa rivissa. 16 ei voi olla kolmannessa sarakkeessa, koska 12 4+ 16 + 10 > 34.
Luku 16 on siis toisen rivin toisessa ruudussa. Silloin 1 on saman rivin kolmannessa
ruudussa, joten alarivissd keskimmaisissd ruuduissa ovat 2 ja 11. 12 ei voi olla
ylarivin toisessa ruudussa, koska talloin toisen sarakkeen lukujen summa olisi pariton.
Ylarivissé on siis oltava jarjestyksessa luvut 4, 13,12 ja 5, ja kun alarivi on 14, 3,11, 6,
tehtéavan ehto tayttyy. Yksi mahdollinen jarjestys on siis

4 11312 ] 5

9 116 | 1 8

7 2 |10 | 15

141 3 |11 ] 6

Tapaus 2: Ruudukon oikeassa ylidkulmassa on 6 ja oikeassa alakulmassa 5. Samoin
kuin edellé padtelladan, etta ylarivin kesikimmaisissa ruuduissa on oltava 13 ja 11, etta
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luvun 16 on oltava toisen rivin toisessa ruudussa ja luvun 1 toisen rivin kolmannessa
ruudussa, ettd luvun 12 on oltava alarivin kolmannessa ruudussa; tamaéan jalkeen
lukujen 11,13 ja 3 paikat maaraytyvat, ja ruudukko on

4 113 |11 ] 6

9 116 | 1 8

141 3 |12 ] 5

Tehtava 3. Neliopohjaisen laatikon pohjalle sijoitetaan kaksi ympyrdnmuotoista
kiekkoa. Kiekkojen sidde on r. Miké on pienin mahdollinen laatikon sivu a?

P3. Kiekot voidaan aina asettaa kiinni toisiinsa. Voidaan siis rajoittua tutkimaan
tapausta, jossa kiekot sivuavat toisiaan. Jos kiekkojen keskipisteid yhdistava suora
muodostaa kulman « toisen nelion sivun, sanokaamme vaakasivun kanssa, niin pysty-
sivujen etdisyyden on oltava ainakin r 4 2r cosa + r = 2r(1 + cos ) ja vaakasivujen
etdisyyden on oltava ainakin r + 2rsina + r = 2r(1 + sin«). Laatikon sivun on
oltava vahintddn yhté suuri kuin suurempi luvuista 2r(1 4 cos ), 2r(1 + sin ). Kun
a = 45°, molemmat luvut ovat 2r (1 + */7§> Kun a < 45°, niin cosa > cos45° ja
kun o > 45°, niin sin « > sin 45°. Etéaisyyksistd suurempi on siis pienin mahdollinen,

kun o = 45°, joten pienin mahdollinen @ on 2r (1 + \/T§> = r(2+2).

Tehtava 4. Maarita kaikki tavat lausua 2009 kahden positiivisen kokonaisluvun
nelididen (eli toisten potenssien) erotuksena.

P4. Etsitdin positiivisia kokonaislukuja x ja y, joille 2009 = 22 —y* = (z+y)(z—1y).
Lukujen z + ¥ ja  — y on oltava luvun 2009 tekijoita. Mutta 2009 = 7 - 287 = 72 - 41,
ja koska x +y > x — y, on x:n ja y:n toteutettava jokin seuraavista yhtélopareista:

x +y = 2009, xr+y =287, r+y =49,
r—y=1 r—y=7 r—y =41.

Yhtéloparien ratkaisuiksi saadaan helposti (z,y) = (1005,1004), (147,140) ja
(45, 4).



