Lukion matematiikkakilpailun valisarjan ratkaisuja
2011
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V1. Olkoon z sellainen luku, ettd pelipotti on kaikkiaan 270z euroa. Alussa
pelaajilla on 108z, 90z ja 72x, lopussa 105x,90x ja 7Hx euroa. Voittanut pelaaja on
siis viimeinen, ja hénen voittonsa on 3z = 3. Siis = 1 ja pelaajalla on lopussa 75
euroa. Siis b on oikein ja muut vaarin.

V2. Paritonta astetta olevalla polynomiyhtalolla on tunnetusti reaalisia ratkaisuja.
Toisaalta: kun zy < zj, niin myos 22" < 22911 silld 2011 on pariton. Siis kuvaus
r — 2?1 + 2 + 1 on aidosti kasvava, joten reaalinen ratkaisu on yksikésitteinen
eli vaihtoehto a on oikein. Koska 0?°!* + 0 4+ 1 = 1, niin vastaavan polynomin
kasvavuudesta seuraa, ettd tdmén ratkaisu on negatiivinen eli ¢ on vdarin. Se on
valilla [—1, 1], silld (=1)2! + (=1)+ 1= -1 < 0 ja 1%°" 4141 = 3. Yksikisitteinen
ratkaisu ei kuitenkaan voi olla rationaalinen, silld tunnetun yleisen kriteerion mukaan
ainoat rationaaliset ehdokkaat ovat x = +1, eikd kumpikaan néisté ole juuri. Siis b
on vaarin.

V3. Koska 211 < 172 = 289, riittdé testata jaollisuutta pienilld alkuluvuilla
2,3,5,7,11 ja 13, jotta osataan sanoa, onko 211 alkuluku. Testaamisen voi tehd&
suoraan jakolaskulla tai nopeammin erilaisilla tempuilla: Viimeisestd numerosta 1
nahdaan, ettei 211 ole jaollinen kahdella tai viidella. Koska 211 —1 =210 =3 -7 - 10,
ei jaollisuus kolmella tai seitsemélléd tule myoskdan kyseeseen. Koska vuorotteleva
summa 2 — 1 + 1 = 2 ei ole luvulla 11 jaollinen, ei my6skddan 211 ole. Lopuksi
todetaan, ettd 211 = 13 - 16 + 2. Siis 211 on alkuluku (vaihtoehto a). Alkuluvun
maéadritelman nojalla se ei voi olla kahden alkuluvun tulo, joten b on vaarin. Pariton
luku voi olla kahden alkuluvun summa vain, jos toinen naista alkuluvuista on 2, mutta
211 — 2 =209 = 19 - 11 ei ole alkuluku, joten c¢ on vaarin. Luvulle 211 on olemassa
sen sijaan lukuisia esityksid kolmen alkuluvun summana, kuten 211 = 101 + 97 + 13,
joten d on oikein.

Huomautus: Niin sanottu Goldbachin heikko konjektuuri sanoo, etté ei ainoas-
taan luku 211, vaan jokainen pariton viittd suurempi kokonaisluku voidaan esittda
kolmen alkuluvun summana. Monien osittaisten tulosten jélkeen kokonainen todistus
véaitteelle saatiin vuonna 2013 (eli tdmén kilpailun jarjestdmisen jélkeen!)

V4. Nimetéaan tehtéavadn liittyvit pisteet seuraavasti.
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Kolmio £y on siis CDFE ja kolmio ky taas CF'G. Kolmion k; sivun pituuden s; saa
johdettua siité, ettd kolmiolla k1 ja C'AB on yhteinen kérjestd C' lahtevi korkeusjana,
jonka korkeus on (katsomalla kolmiota CAB) a/+/2 ja toisaalta (katsomalla kolmiota
CDE) s1v/3/2. Titen
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Tasasivuisen kolmion ks, sivun pituus s, saadaan seuraavasti: olkoon G’ pisteesté
G piirretyn korkeusjanan kantapiste sivulle BC' ja vastaavasti G” korkeusjanan
kantapiste sivulle AC'.
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Talloin kolmion BG'G on my6s suorakulmaisen tasakylkinen kolmio, joten | BG'| =
|G'G| = |CG"| = is,. Toisaalta

IBG'| = |BC| —|G'C| = a— |GG"| = a — §52,

joten %sz =a— ‘/7352 eli (% + */73

S92 1_3?/3 \/6 6

)so = a eli sp = %3 Siis kysytty suhde on

~1,12.

V5. Koska neliot ja neliojuuret ovat vihintadn nolla, yhtdlo voi pated vain jos
2? — 3% = 0 ja jos vihintdin toinen yhtildistd 22 +y? — 8 = 0 ja 1 — 2y = 0 pitee.
Ehdosta 22 — y* = 0 saadaan |z| = |y|. Nyt 22 + 3> — 8 = 0 pitee jos 22* = 8 eli
|z| = 2. Yhtédlo 1 — zy = 0 pétee vain jos |z| = 1 ja x = y. Téastd saadaan, ettd
ratkaisut ovat parit

(x, y) = (1’ 1)? (_L _1)a (27 2)7 (27 _2)7 (_2> 2>7 (_27 _2)'

V6. Kun n on positiivinen kokonaisluku ja p on alkuluku, merkitdan v,(n):114
suurinta eksponenttia a, jolla p® | n. On tunnettu fakta, etta

n n n
vp(n!) = L;J + LEJ + L];J +oo

missé |x] on luku x poyristettyné alaspéin lahimpééan kokonaislukuun. (Témé fakta

seuraa siitd, ettéa luvuista 1,2, ..., n luvulla p jaollisia on |n/p| lukua, niistd edelleen

luvulla p? jaollisia |n/p?] lukua ja niin edelleen.)

Luku n paittyy k nollaan tésmiilleen silloin, kun se on jaollinen luvulla 10 eli
tasmaélleen silloin, kun vy(n) > k ja vs(n) > k. Ylla olevasta kaavasta seuraa suoraan,
ettd ve(n!) > vs(n!) kaikilla n (koska [n/2™] > |n/5™] kaikilla m > 1). Téten n!
padttyy tasan vs(n!) nollaan kaikilla n.



Léhdetaén sitten etsimééan luvun n arvoa, jolla vs(n!) = 154. Kokeilujen jéalkeen
huomataan, etta

v5(625!) = [625/5] + [625/25] + [625/125] + [625/625] = 125+ 25+ 5+ 1 = 156
ja
v5(624!) = [624/5] + [624/25] + [624/125] = 124 4+ 24 + 4 = 152.

Téastd nahdadn, etta joko n! padttyy enintdédn 152 nollaan (jos n < 624) tai vihintdan
156 nollaan (jos n > 625). Siis minkddn positiivisen kokonaisluvun kertoma ei pddty
tasmdalleen 154 nollaan.



