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P1. Tiedetaan, etta neliojuuret V2 ja V7 ovat irrationaalilukuja (tdmé seuraa
aritmetiikan peruslauseesta ja siité, ettd 2 ja 7 ovat alkulukuja), mutta 1,414213562373
ja 2,645751311064 ovat rationaalisia. Siis kohdat a ja ¢ ovat védrin. Kohdassa b
luvut eivit ole yhté suuria, koska v/5 — 2v/6 > 0 ja v/2 — v/3 < 0. Sen sijaan pétee
VT+v2>0ja (VT4 v2)2 =7+ 214+ 2 =9 + 2V/14, joten d on oikein.

P2. Olkoon ilmapallon sdde ennen tayttod r ja tdyton jalkeen R, jolloin

R :237,5%:22 — <5> _R g3 203 :(§) |

73 r 3 8 g 923 2

joten % = 3/2. Tasta seuraa, etté

R 3 9
r2 22 4
ja siten
4T R* — 4mr?  R? 9 i)
- = _1=Z_-1===125%.
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Imapallon pinta-ala kasvaa siis 125%, joka on korkeintaan 175% (ehdot b ja d),
mutta ehdot a ja c ovat vadrin.

P3. Koska lukuja on n > 1 kappaletta ja niiden keskiarvo on M, niiden summa
on nM. Kun a poistetaan, jaljelle jadvien summa on nM — a ja keskiarvo

nM —a M —a
4

n—1 n—1"

kunhan M # 0 (kohta a véérin). TAmé on alkuperdista pienempi, esimerkiksi jos luvut
ovat 1,2 ja 3, joista 3 poistetaan (kohta b on oikein). Uuden ja vanhan keskiarvon
erotus on

nM —a M_nM—a—(n—l)M_M—a
n—1 B n—1 on—1"
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joten c on oikein. Uuden ja vanhan keskiarvon keskiarvo on

1(nM—a M)_nM—a+(n—1)M 2n—1)M—a , nM —a

2 2(n — 1) T 2(n-1) 7£2(n—1)'

n—1

kunhan M # 0 (kohta d véérin).

P4. Laventamalla saadaan toisaalta
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Kohdat ¢ ja d ovat siis oikein. Kun a = 2 ja b = ¢ = 1, niin lausekkeen arvoksi

saadaan

c a+tc 1 2+1 1 3

+ = + = + —1+3—107é0

a+? a-t 241 2-24"241 2-1 3 1 377
mutta

c(2bc+a*c+ab)  1(2-1-14+2%-14+2-1) 2+4+2 8 —0

b? — a?c? 12 —22.12 1-4 -3
Siis a ja b eivat tule kysymykseen.

P5. Tunnetun kolmosen jaollisuussdannén mukaan mille tahansa positiiviselle
kokonaisluvulle m pétee 3 | m < 3| S(m). Erityisesti kohta a on voimassa. Kohdan
d ehto ei sen sijaan pidd paikkansa, pienin vastaesimerkki on n = 2: 71 .5(14) = 5.

Kohtaan ¢ on vastaesimerkki n = 5: pitee S(10) =1 < 35(5) = 2.
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Kohdan b viite patee, tassa on todistus.

Olkoon luvun n kymmenjirjestelmiesitys n = ag + 10a; + 100as + ... + 10%qy,
jolloin
S(n) =aqo+a;+...+ ag.

Olkoon vastaavasti luvun 2n kymmenjarjestelméesitys 2n = by + 10b; + 1006, +
...+ 10%by. (Voidaan olettaa, ettil esityksissi on yhtd monta numeroa, jos sallimme
esityksen alkamisen nollalla.) Huomataan, ettd numero b; méédraytyy numerosta a;
ja mahdollisesta edeltévistd numerosta a;_; niin, ettd b; = 2a; (mod 10), ellei ¢ > 0
ja a;_1 > 5, jolloin b; = 2a; + 1 (mod 10). Luvun 2n numeroiden summa méérdytyy
siis luvun n numeroista niin, ettd kukin numeroista tuplataan ja S(2n):44n vaikuttaa
tasta tuplasta ykkososa ja mahdollinen muistinumero.

Huomataan siis, ettd jos luvussa n on jossakin kohdassa numero a, jolla 0 < a < 4,
niin se vaikuttaa luvun 2n numeroiden summaan 2a verran ja jos 5 < a < 9, niin
se vaikuttaa numeroiden summaan 2a — 9 verran. Erityisesti vaikutus luvun 2n
numeroiden summaan on enintédn kaksinkertainen verrattuna vaikutukseen luvun n
numeroiden summaan, joten

S(2n) < 2S5(n).
P6. Yhtaloparin voi ratkaista. Ensimmaéisen yhtélon voi kirjoittaa muotoon
| 239&

_ _ — 92z—y
64—2m+y—2m+y—2 .

Koska 64 = 2%, saadaan tésté
2z —y = 6.
Vastaavasti toinen yhtélo voidaan kirjoittaa muotoon
9:1:+y 3236+2y -
_ _ _ 9222y
243 = TRy =3 ;
ja koska 243 = 3°, saadaan tésti

2z — 2y = 5.

Tasta yhtaloparista saadaan x = 3,5 ja y = 1, joten 2xy = 7 on pariton positiivinen
kokonaisluku. Téten c ja d ovat oikein ja muut vaarin.
P7. Merkitdén ¢ = |AB|, a = |BC| ja b = |AC|. Piirretdén kuva, jossa on tehtévin

suorakulmaisen kolmion ABC' ja pisteen P lisdksi pisteen P kohtisuoran projektiot

@ ja R kateeteille AC ja BC.




Kolmiot CAB, RPB ja QQAP ovat yhdenmuotoisia, koska ne ovat kaikki suora-
kulmaisia ja niissd on pareittain yhteinen terévi kulma. Oletuksesta |PB| : |PC| :
|PA| = 1 : 2 : 3 seuraa |PB| : |AB] = 1 : 4 ja |AP| : |AB| = 3 : 4, joten
yhdenmuotoisuudesta saadaan

1, . 3
RP|=(CQI=3b ja [PQI="a

Huomataan myds, ettd annetuista suhteista seuraa |[PC| = {25¢ = ¢/2. Soveltamalla

Pythagoraan lausetta kahdesti suorakulmaisiin kolmioihin ABC' ja CQP saadaan
nyt
a4+ =c ja  (b/4)*+ (3a/4)* = (c/2)*.

Veivaamalla téata yhtéloparia saadaan ratkaisu:
a’+b* =¢? Q2 b = 2
=
(6/4)2 + (3@/4)2 = (0/2)2 9a2 + b? = 4¢2

8a? = 3¢2 N V8a = /3¢
5a> — 3b*> =0 V5a = /30.

Taten a:b:c=+3:v5: /8.

P8. Ideana on kertoa yhtdlo auki ja ryhmitelld termejé uudelleen niin, ettd saadaan
hyodyllisempi yhtalo.

(x+y+2)* =3(zy +yz + 22)

o 2 +y? 4 22+ 2ey + 202 + 2yz = 3ay + 3x2 + 3yz
@x2+y2+22:$y+xz+yz

& 2% + 27 + 222 = 22y + 222 + 2y

st -2y +y+at -2+ 22+ -2z — 22 =0
S @—y’+@-2)7"+y—2)*=0

Minké tahansa (reaali)luvun nelié on vahintdén nolla, joten ylla olevasta yhtélosta
saadaan r —y=x — 2=y — 2 =0, joten x =y = 2.



