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V1. Koska lukuja on n > 1 kappaletta ja niiden keskiarvo on M, niiden summa
on nM. Kun a poistetaan, jaljelle jadvien summa on nM — a ja keskiarvo

nM—a M—a
7é

n—1 n—1"

kunhan M # 0 (kohta a viédrin). Tdméa on alkuperiistd pienempi, esimerkiksi jos
luvut ovat 1,2 ja 3, joista 3 poistetaan (kohta b on oikein). Uuuden ja vanhan
keskiarvon erotus on
nM —a M_nM—a—(n—l)M_M—a
n—1 N n—1 on—1"

joten ¢ on oikein. Uuden ja vanhan keskiarvon keskiarvo on

1(nM—a M)_nM—a+(n—1)M_(2n—1)M—a nM —a
n—1 N
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kunhan M # 0 (kohta d véérin).

V2. Tunnetun kolmosen jaollisuussdannon mukaan mille tahansa positiiviselle
kokonaisluvulle m pétee 3 | m < 3| S(m). Erityisesti kohta a on voimassa. Kohdan
d ehto ei sen sijaan pidd paikkansa, pienin vastaesimerkki on n = 2: 71 .5(14) = 5.

Kohtaan ¢ on vastaesimerkki n = 5: pitee S(10) =1 < 35(5) = 3.
Kohdan b viite pétee, tidssa on todistus.

Olkoon luvun n kymmenjirjestelméesitys n = ag + 10a; + 100as + ... + 10%ay,
jolloin
S(n)=ay+a;+ ...+ a.

Olkoon vastaavasti luvun 2n kymmenjarjestelméaesitys 2n = by + 10b; 4+ 10065 +
...+ 10¥b. (Voidaan olettaa, etti esityksissd on yht# monta numeroa, jos sallimme
esityksen alkamisen nollalla.) Huomataan, ettd numero b; méaaraytyy numerosta a; ja
mahdollisesta edeltdvéstd numerosta a; 1 niin, ettd b; = 2a; (mod 10), ellei 7 > 0 ja
a; > 5, jolloin b; = 2a; + 1 (mod 10). Luvun 2n numeroiden summa maéraytyy siis
luvun n numeroista niin, ettd kukin numeroista tuplataan ja S(2n):44n vaikuttaa
tasta tuplasta ykkososa ja mahdollinen muistinumero.
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Huomataan siis, etta jos luvussa n on jossakin kohdassa numero a, niin luvussa
2n vastaavassa kohdassa on numero 2a, jos a = 0, 1,2, 3 tai 4 tai muuten numero
20 —10+1=2a—9, jos a =5,6,7,8 tai 9. Erityisesti tdmé& numero on enintain
kaksinkertainen luvun n numeroon verrattuna. Téasté seuraa, etté

S(2n) < 2S(n).

V3. Oletusten mukaan yhtalon ratkaisut ovat v — d, u ja u + d joillakin luvuilla u
ja d # 0. Kayttamaélla polynomien nollakohtaesitysté saadaan

¥+ 3a2® +bx+c= (v — (u—d))(z—u)(z— (u+d)).
Oikea puoli kerrottuna auki antaa

23— 2 (u—d) +u+ (u+d)+2((u—du+ulu+d + (u—du+d)—(u—du(u+d)
=2 — 3uz® + z(3u* — d*) — (v — ud?).

Vertailemalla kertoimia saadaan

ja

Tutkitaan sitten vaitteita.

Viite a: Laskemalla saadaan
ab = —3u® + ud?
ja
20> + ¢ = —3u® + ud?,
joten vaite patee.

Viite b: Esimerkiksi tapauksessa u = d = 1 véite ei pade. (Tdmé vastaa polynomia
r(r —1)(z —2) =23 — 32> + 22.)

Viite c: Esimerkiksi tapauksessa u = d = 1 viite ei pade, koska talloin 3a+c¢ = —3
ja 2b = 4.

Viite d: Esimerkiksi tapauksessa u = d = 1 viite ei pade, koska télloin b = 2 ja
3ac=3-(—1)-0=0.

V4. Piirretdadn kuva tilanteesta.
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Koska oletetaan, ettd |BX| = |CX|, niin kolmio BC'X on tasakylkinen ja sen
kantakulmat ovat yhta suuret. Siis

LACB =/ZXCB = /ZXBC = ZQBC = LQAC,

misséd viimeinen yhtasuuruus seuraa siitd, ettd samaa kaarta vastaavat kehakulmat
ovat yhté suuret. Koska suora AC' leikkaa suoria AQ ja BC' niin, ettd ZACB =
ZQAC, niin AQ || BC. Koska AP on kohtisuorassa sivua BC' vastaan, niin se on
kohtisuorassa myos janaa A() vastaan, joten kehdkulma PAQ on suora. Kehdkulmaa
vastaava keskuskulma on siis oikokulma, joten P@Q on ympyran S halkaisija.

V5. Nimetédan laudan pisteet niin, ettd laudan keskipisteiden koordinaatit ovat
muotoa (x,y), missi x ja y ovat kokonaislukuja valiltd 0 < x,y < 2012.

Todetaan ensiksi, ettd voimme siirtaéd kaikki nelja nappulaa 2 x 2 -nelion muodos-
telmaan laudan vasempaan alakulmaan.'

Todetaan sitten, ettd voimme kiertdd tdmaéan 2 x 2 -nelion nappuloita 90 astetta.
Nimetdan nappulat niin, ettd alemmalla rivilla on nappulat a ja b ja ylemmalla rivilla
d ja c¢ (luettuna vasemmalta oikealle). Siirretdan nappuloita seuraavasti:

b:(1,0) — (2012,0),a: (0,0) — (2011,0) — (2011,2012),
d:(0,1) = (0,0),c: (1,1) = (0,1),

b: (2012,0) — (1,0) — (1,2012),

a : (2011,2012) — (2011,0) — (1,0) ja

b (1,2012) — (1,1).

Téssé perusastelemassa siis sinisen nappulan voi olettaa olevan missé vain neljasta
mahdollisesta ruudusta.

'Hieman perusteluja sille, miten timé tehd#én: Valitaan ensiksi se nappula, jonka x-koordinaatti
on pienin ja jos vaihtoehtoja on monia niisté se, jonka y-koordinaatti on pienin. Siirretéin sité
alas ja vasemmalle. Valitaan sitten muista nappuloista se, jonka z-koordinaatti on pienin ja jos
vaihtoehtoja on monia taas se, jonka y-koordinaatti on pienin. Siirretdén sitd taas alas ja vasemmalle,
jolloin se pédtyy joko pisteeseen (1,0) tai (0,1). Ei ole vaikea ndhdé, ettd loput kaksi nappulaa
saadaan siirrettyd tdydentdméan 2 x 2 -nelio.



Osoitetaan vield, ettd tdmé 2 x 2 -asetelma voidaan siirtdd aina yhden ruudun
verran oikealle tai ylospéin, jos vain laudan reuna ei tule vastaan. Oletetaan, etta
nappulat ovat ruuduissa a : (z,9),b: (r + 1,y),c=(x+1L,y+1)jad: (z,y+1).
Symmetrian vuoksi riittdéd tarkastella oikealle siirtdmisté, jolloin oletetaan, ettd
x > 2010. Kasitellddn ensiksi tapaus y > 0 ja kisitelladn erikoistapaus y = 0
myOhemmin.

Siirretdén ensin nappulat a ja ¢ pysdyttimiksi laudan reunaan (kuvan esimerkissi
on tehtévin lautaa hieman pienempi lauta):

c:(z+1,y+1) = (2012,y+ 1) jaa: (xz,y) — (z,0) — (2012,0) — (2012, y).
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Jarjestellaan ylarivi:

c:(2012,y+1) = (x+ 1,y + 1),
d:(z,y+1) — (z,2012) — (2012,2012) — (2012,y + 1) — (x + 2,y + 1),
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jonka jalkeen asetelma saadaan kasaan:

a:(2012,y) = (x +2,y).
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Erikoistapaus y = 0 on helppo, silla silloin voidaan siirtaé

d: (x,1) = (x,2012) — (2012,2012) — (2012, 0)
a:(z,0) = (z,2012) — (2012,2012) — (2012,1) — (z +2,1) ja
d:(2012,0) — (z+2,1)

Edella todistetusta seuraa, ettd mikd tahansa laudan ruutu voi tulla nappulan
valloittamaksi niin, ettd nappula on osa 2 x 2 -asetelmaa. Koska sininen nappula voi
perusasetelmassa olla miké neljastd nappulasta tahansa, sininenkin nappula paéasee
mihin hyvéinsé ruuduista.

V6. Kerrotaan yhtalo ensiksi auki kertomalla puolittain luvulla 12mn:

1 4 1

m n :E
< 12n + 48m = mn

< mn — 12n — 48m = 0.

Avainidea on “tdydentéé suorakulmioksi” (vertaa nelioksi tdydentédmiseen) pakotta-
malla tekijoihinjako:

mn — 12n —48m = (m — 12)(n — 48) — 12 - 48.
Téaten yhtdlo voidaan kirjoittaa muotoon
(m —12)(n — 48) = 12 - 48 = 576.

Siis n—48 | 576 = 9-64, mutta koska n ja n—48 ovat parittomia, saadaan n—48 | 9 ja
erityisesti [n — 48| < 9. Téten |m — 12| > 576/9 = 64 ja m > 0, tulee olla m —12 > 0
ja taten myos n — 48 > 0.

Ratkaisut saadaan siis valitsemalla n — 48 olemaan yksi luvuista 1,3 ja 9 ja sitten
valitsemalla m niin, ettd (m — 12)(n — 48) = 576. Téstéd saaadaan ratkaisut

(n,m) = (49,588), (51, 204), (57, 76).



