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A1. Tehtavananto siis kertoo, ettd luvut x + vx2 + 1 ja y + \/y? + 1 ovat toistensa
kdanteislukuja. Toisaalta tunnetulla tempulla saadaan lavennettua

(z+vazi1) =
1
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Taten myos va? 4+ 1 — z on luvun x + Va2 + 1 kiddnteisluku, eli Va2 +1 —x =
y + \/y? + 1. Téaten haluttu summa x + y on

r+y=vVr2+1—y2+1

Toisaalta symmetrian nojalla patee myos

r+y=\Vy’+1-Vai+1,

eli pitaa péted x +y = 0.

A2. Kaksimoottorinen kone pystyy lentdmiin todennikoisyydelld 1 — p?. Neli-
moottorinen kone ei pysty lentdméan, jos “kaikki moottorit vikaantuvat”, “kolme
moottoria vikaantuu ja yksi ei” tai jos “kaksi saman puolen moottoria vikaantuu,
mutta toisen puolen moottorit eivit”. Tastd saadaan laskettua, ettd nelimoottorinen
kone pystyy lentdméaan todennékoisyydelld

1—p' = 4p*(1 - p) = 2p*(1 - p)*.
Kertomalla auki ja sieventamaélld tama saadaan muotoon

1+ p* —2p%

Tutkitaan sitten, milloin kaksimoottorinen kone on turvallisempi. Tama pétee, jos

1—p? >1+p*—2p?

eli jos
p* >
Tama péatee kaikilla 0 < p < 1.

Téten kaksimoottorinen kone on turvallisempi kaikilla p, joilla 0 < p < 1. Jos
p =0 tai p = 1, koneet ovat yhta turvallisia.

A3.



A\\\\\—/////B
Valitaan janalta PB sellainen piste D, jolla PA = BD. Tavoitteena on osoittaa,
ettd PC = PD, mista saadaan haluttu viite PB = PA 4+ PC.

C

Todistus perustuu seuraavaan viitteeseen: kolmiot DBC' ja PAC ovat yhtenevii.

Viitteen todistus: Patee DB = PA, BC' = AC ja kehdkulmalauseella Z/PAC =
ZDBC, joten viite seuraa sks-yhtenevyyssdannolla.

Ratkaisun viimeistely: Yhtenevyyden nojalla PC' = C'D, joten ZPDC = ZC'PD =
60°, joten PC'D on tasasivuinen kolmio. Erityisesti PD = PC', joten

PB=PD+ DB = PC + PA,

mika on haluttu vaite.

Kommentti. Ratkaisun pisteen D lisddminen kuvioon voi tuntua taikatempulta,
mutta taustalla on luonteva idea.

Jos tehtdvinannon viite pétee, niin janalla PB on sellainen piste D, joka jakaa
janan osiin, joiden pituudet ovat PC' ja PA. Télloin ndhdééin, ettd PCD tosiaan on
tasasivuinen kolmio, koska se on tasakylkinen ja siind on 60 asteen kulma.

On luontevaa yrittdd tehda paittely toiseen suuntaan: lisdtdan kuvioon piste
D ja yritetadn sitten todistaa, ettd talla pisteelld D on halutut mielenkiintoiset



ominaisuudet. (Haluttujen ominaisuuksien todistamiseksi puolestaan hyédynnytetaan
tiedossa olevia pituusehtoja yhtenevien kolmioiden kautta.)

A4. Risto pystyy varmistamaan, ettd milld tahansa ajanhetkelld lautasilla on
yhteensd enintadn ¢ — 1 rusinaa. Tama tietysti riittda vaitteen todistamiseksi.

Riston strategia on tehda mahdollisista kahdesta siirrosta se, jonka jilkeen lautasilla
on yhteensd vihemmaén rusinoita. Osoitetaan, ettd kun Risto pelaa ndin, hin saa
pidettyé lautasilla olevien rusinoiden yhteisméaéran olemaan aina enintédan ¢ — 1.

Tutkitaan tilannetta, jossa Laura on jakanut lautaset niin, ettd vasemmalla puolella
on a lautasta, joilla on A rusinaa ja toisella puolella on b lautasta, joilla on B rusinaa
ja oletetaan ettéd Risto on toistaiseksi pystynyt pitdméaan rusinoiden yhteismasran
A+ B pienempéna kuin ¢, eli A+ B < ¢ — 1. Lautasia on yhteensé a + b = ¢. Ristolla
on kaksi vaihtoehtoa: hian voi tyhjentdd vasemman puolen lautaset ja lisata oikean
puolen lautasille rusinat, jolloin siirron jalkeen lautasille ja& yhteensa

b+ B
rusinaa. Toinen siirto johtaa siihen, etté lautasilla on
a+ A
rusinaa. Vahintdan toinen néistad rusinamééristd on enintdén ¢ — 1, koska muuten

patisi a + b+ A+ B > 2/, miki on ristiriidassa ehtojen a +b=/¢ja A+ B</{—1
kanssa.



