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P1. Olkoot aluksi junan nopeus (liikkeelld) vy ja matka-aika Tp. Matkan pituus
s on tietenkin muuttumaton. Koska matka-ajasta 5% kuluu aluksi pysahdyksiin,

saadaan
s s

(1—0,057T, 095T

Junan nopeudeksi tulee muutoksen jéilkeen v; ja uudeksi matka-ajaksi saadaan

Vg =

Ty = 2 40,0575,
U1

Jotta pétisi 17 = 0,907, taytyy olla

0,97, = Uil +0,05T) < 0,85T, = Uil oo = %5%
joten
v =y s/(0,85Th) — s/(0,95Ty)  1/0,85 —1/0,95
v 5/(0,95T0) 10,95
~0,95/0,85 — 1 =0,1/0,85 = 11,8%.

Siis kohta ¢ on oikein.

P2.




Koska kolmion sivujen keskipisteitd yhdistdva jana on puolet kolmion kolmannesta
sivusta (yhdenmuotoisten kolmioiden perusteella), kukin kolmesta merkitystéd pituu-
desta esiintyy rakennelmassa tasan kolmesti. Tankoa kuluu siis 3- (1,5m+3m+4m) =
25,5m. Kohdat a ja b ovat oikein.

P3. Ensiksi havaitaan, ettd jos a = b, niin

2:(%+%>:2:<%>=a:¢r:\/@

Siis kohdat a ja ¢ ovat mahdollisia. Toinen esimerkki osoittaa, ettd myos kohdan d
epayhtélo on mahdollinen: jos a = 1 ja b = 4, niin

1 1 1 1 5} 8

Tutkitaan vield kohdan b epayhtéloa:

a b
& 2ab: (b+a) > Vab
& 4a*V® : (a+b)* > ab
& 4dab: (a+0)* > 1
& dab > (a +b)?
& 4ab > a® + 2ab + b*
& 0>a®—2ab+ b = (a—b)?

2:(1+1>>\/%

mikd on mieletontéd. (Huomaa, etté nelioonkorotus séilytti epayhtélon suunnan, koska
luvut olivat positiivisia.) Siis kohdan b tilannetta ei voi toteuttaa.

Huomautus: Luku 2 : (i + %) on nimeltdan lukujen a ja b harmoninen keskiar-

vo, vV ab vastaavasti geometrinen keskiarvo. Harmonisen ja geometrisen keskiarvon
suuruusjarjestys oli tunnettu jo vanhalla ajalla osana ns. babylonialaista epéayht&lo-
ketjua.

P4. Mikidan tarjotuista vaihtoehdoista ei pida paikkaansa, mikd todetaan tun-
nettuja jaollisuussaantoja kiyttaen: Merkitdan kokonaisluvun N viimeistd nume-
roa v:lld, numeroiden summaa s:114 ja vuorottelevaa summaa a:lla. Huomataan,
ettd viimeinen numero v = 1 ei ole viidelld jaollinen eikd numeroiden summa
s =25-(9+7+5+3+1) =25-25 edes kolmella jaollinen, joten kohdat a, b ja c ovat
vAdrin. Vuorottelevaksi summaksi saadaan @ = 25-(0—9+(7—5)+(3—1)) = 25-(—5),
miké ei ole 11:114 jaollinen. Siis myoskaan d ei pade.

P5. Tarkastellaan hieman yleisempéa tilannetta: Oletetaan, etté laskun suuruus
on 0,1n euroa, missa n on positiivinen kokonaisluku. Laskun voi tietenkin maksaa
tasmaélleen yhdelld tavalla vain viiden sentin kolikoita kiyttden, nimittain 2n viiden
sentin kolikolla. Jos kiytettavissa on seka viiden ettd kymmenen sentin kolikoita, niin
tapoja maksaa 0,1n euron lasku on n + 1 kappaletta: kiytetdan & kymmenen sentin
kolikkoa ja 2(n — k) viiden sentin kolikkoa, missd 0 < k < n, k on kokonaisluku.

2



Edelleen jos kiytettavissa on vain 5, 10 ja 20 sentin kolikot, niin erilaisten maksu-
tapojen maaran voi laskea sen mukaan, kuinka monta 20 sentin kolikkoa kaytetaan.
Jos k on laskun maksamiseen kéytettyjen 20 sentin kolikoiden lukumé&édra, niin
0,2k < 0,1n eli £ < |n/2] (missd |n/2] on n/2 pyoristettynd alaspéin), ja maksetta-
vaksi jaa viela 0,1 - (n — 2k) euroa, josta jo tiedetddn, miten monella tavalla sen voi
maksaa viiden ja kymmenen sentin kolikoiolla. Tapoja on kaikkiaan

Ln/2]

> (n—2k+1).

k=0

Sovelletaan saatuja tuloksia alkuperaiseen tehtavaan. Maksussa voi kayttaa 0, 1
tai 2 viidenkymmenen sentin kolikkoa. Jos 50 sentin kolikoita ei kayteté lainkaan,
niin maksun voi maksaa edellisen kaavan mukaan 11 +9+ 7+ 5+ 3+ 1 = 36 tavalla.
Yhta 50 sentin kolikkoa kéytettédessa tapoja maksaa loput 50 senttid muunlaisilla
kolikoilla on 6 + 4 + 2 = 12 kappaletta. Lopuksi jaéa vield mahdollisuus maksaa euron
lasku kahdella 50 sentin kolikolla. Eri tapoja on siis 36 + 12 + 1 = 49 ja ainoastaan
kohta b on oikein.

P6. Merkitiin P(z) = (32 —1)" = a72” +agz’+as2® +agrt +azx® +aa® + a1 2t +ay.
Saadaan

ay+ag+as+ag+as+a+a; =
(a7+a6+a5+a4+a3—|—a2+a1+a0)—aoz
PL)—P0)=B-1-1)"=(0—-1)"=2"—(=1) =128 + 1 = 129.

Siis kohdat a ja c ovat oikein ja muut véérin.

P7. Saannolliselld kahdeksankulmiolla on kolmen pituisia lavistajia: kahden, kolmen
ja neljan sivun murtoviivaa vastaavat. Pisimmét naistd ovat myos vastaavan ympyran
halkaisijoita ja niiden yhteinen pituus on siis d = 2r. Lyhyimmaét ovat tarkasteltavan
ympyran sisdan piirretyn nelion sivuja, ja niiden pituus a saadaan Pythagoraan
lauseella:

=r+r? = a:r\/g.
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Kolmannen lavistajanpituuden selvittdmiseksi asetetaan sddnnollinen kahdeksan-
kulmio koordinaatistoon niin, ettd symmetriakeskipiste on origossa ja yksi karjista
pisteessi (r,0).



Huoamtaan, ettd kuvan b-pituisen lavistajan toinen péaatepiste sijaitsee etéaisyydella
r origosta 45 asteen kulmassa, joten sen koordinaatit ovat (—r/v/2,7/v/2). Téten

b=/(r = (=r/VD)2+ (0 — /V2)?
= r\/<(\/§+ 1)/\/§>2 +(1/V2)?

:g\/(ﬁ+1)2+1

:g\/n+2\/§+1+1

/ 1

Vastaus: Saannollisen monikulmion lavistdjien pituudet ovat rv/2,74/1 + %\/5 ja
2r.

P8. Esitetddn kaksi eri ratkaisua. Ensimméinen on suoraviivainen, toinen on
elegantti.

Tapa 1: Todetaan ensiksi, ettd k karamellia pitdisi jakaa vain kahden henkilon
kesken, tapoja olisi k + 1: ensimmaiselle henkil6lle annetaan 0,1,2,..., k — 1 tai k
karkkia ja toiselle loput.

Tutkitaan sitten tapauksittain tehtévan jakojen méérid, kun A:lle annetaan
0,1,2,...,n karkkia. Jos henkilolle A annetaan k karkkia, on edellisen nojalla tapo-
jen maara jakaa loput n — k karkkia B:lle ja C:lle n — k£ + 1. Téten haluttu tapojen
maara on

(n+2)(n+1) n*+3n+2
2 N 2

m+l)+n+n-1)+...+2+1=

Tapa 2: Jako voidaan tehda seuraavasti: Jakajalla on n karamellin lisdksi kaksi
jakomerkkia. Han asettaa ndméa n + 2 kappaletta riviin, jolloin A saa vasemman-
puoleisen jakomerkin vasemmalle puolelle jadneet karamellit, B jakomerkkien valiin
jaavat karamellit ja C' loput. Tapoja on siis yhtd paljon kuin on tapoja valita n + 2
paikasta jakomerkeille kaksi paikkaa, eli

n+2\ (n+2)(n+1) n’*+3n+2
2 ) 2 B 2 '

Huomautus: Jalkimmaéinen tapa yleistyy suoraan ongelman variantteihin, joissa
karamellit pitdéd jakaa kolmen sijasta useammalle henkilolle. Esimerkiksi neljalla

henkilolla saadaan vastaavasti, ettd tapoja on (";3)



