Lukion matematiikkakilpailun valisarjan ratkaisuja
2015
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V1. Suora jakaa nelion tasakylkiseksi suorakulmaisen kolmioksi ja viisikulmioksi.
Olkoon tamén kolmion kateetin pituus on b, jolloin
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eli b= v/2a/+/5. Hypotenuusan pituus on téiten

2a
V2 = 7

Kéaymalla vaihtoehdot ldpi huomataan, ettei mikdédn annetuista vaitoehdoista ole
oikea.

V2. Jos p = 2, niin 2013 = ¢rs. Luvun 2013 alkutekijidhajotelmaksi saadaan
laskettua 2013 = 3-671 =3 - 11 - 61. Tasta saadaan yksi ratkaisu p =2,¢ = 3,r =
11,s = 61.

Jos 2015 = p + qrs ja p > 3 on alkuluku ja siten pariton, niin qrs = 2015 — p on
parillinen. Téma ei ole mahdollista, kun ¢, r, s ovat lukua p suurempia alkulukuja.

Ratkaisuja on siis tasan yksi, joten b ja d ovat oikein ja a ja c¢ vaarin.

V3. Avainidea on tekijoéihinjako
ab+ac+bc+1—abc—a—b—c=(1—-a)(l-0)(1—c).

Jokainen tulontekija on valilta [0, 1], joten tulo on enintéén yksi. Tulo on yksi silloin,
kun a = b = ¢ = 0. Téten b on oikein ja muut véarin.

V4.



Ulkoreuna koostuu kolmesta puoliympyrasté, joten

p = 3mr.

Kuvio koostuu kolmesta puoliympyrésté ja tasasivuisesta kolmiosta, joten
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V5. Jos a on positiivinen kokonaisluku, niin

fla*) = f(a-a) = f(a)f(a) = f(a)* = 1.
Erityisesti f(1), f(4) ja f(9) ovat kaikki 1.
Nyt jos f(2) = 1, niin a = 1 kelpaa. Jos f(5) = 1, niin a = 4 kelpaa. Oletetaan
siis, ettd f(2) = f(5) = —1.
Nyt f(10) = f(2-5) = f(2) - f(5) = (—1) - (—1) =1, joten a = 9 kelpaa.
V6.
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a) Kuperuuden mééritelmén nojalla

flta+ (1 —1)b) < tf(a)+ (1 —1)f(b).

Korvaamalla kuperuuden mééritelméssa luvun ¢ luvulla 1 — ¢ (joka on vélin [0, 1]
luku silloin kun ¢ on) saadaan

flA=ta+(1—-(1=1)b) =f(1—t)a+1tb) < (1 —1t)f(a)+tf(b).

Summaamalla ndma kaksi epayhtélo saadaan haluttu véite
flta+ (1 —=t)b)+ f(1 —t)a+tb) < f(a)+ f(b).
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b) Osoitetaan, ettd f(z) = 22 on kupera funktio, joka ei kuitenkaan toteuta haluttu
epayhtaloa.

Tarkistetaan kuperuus. Olkoot a ja b reaalilukuja ja ¢ vélin [0, 1] luku. Epéayhtilo
(ta+ (1 —t)b)* < ta® + (1 —t)b?
sievenee auki kertomisen jalkeen muotoon
t2a® + 2t(1 — t)ab + (1 — t)* < ta* + (1 — t)b*.
Kiytetadn arviota 2ab < a? + b? ja muistetaan, ettd 0 <t < 1eli t(1 —¢t) > 0:

t2a® 4+ 2t(1 — t)ab + (1 — t)*b* <
t2a® + t(1 —t)(a® + b)) + (1 — t)%b* <
ta® + (1 —)b%,

mikd on kuperuuden maééritelmén epayhtalo.

Sen sijaan haluttu epayhtélo ei pade esimerkiksi tapauksessa a = 0,b = 1, jolloin
f(2a—b) = f(—1) = 1 ja 2f(a) — f(B) =0 —1 = —1.

Huomautus: Kuperuuden maaritelméa voi tulkita geometrisesti niin, etta vaadi-
taan funktion f kuvaajan pisteiden (a, f(a)) ja (b, f(b)) vilinen jana on aina kuvaajan
ylapuolella (tai sen paalld). Pisteiden vélisen janan pisteiden x-koordinaatit ovat
muotoa at + b(1 — t) ja y-koordinaatit muotoa tf(a) + (1 —t) f(b) (alla olevan ku-
van piste C) ja vastaavien kuvaajien pisteiden y-koordinaatit ovat f(at + (1 — t)b)
(alla olevan kuvan piste D). Geometrinen tulkinta helpottaa kuperien funktioiden
keksimista ja siten b-kohdan ratkaisuun padtymista.

(a, f(a))
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