Lukion matematiikkakilpailun perussarjan ratkaisuja
2016

L= -]+|-
2. | — |+ | - | -
3. — |+ | + | +
4 | - |+ |+ -
5.0 — |+ |+ | -
6. | + | — | - | +

P1. Kauppias ostakoon p kg paahtamatonta kahvia, jonka ostohinta olkoon b euroa
per kilogramma. Ostaessa kahvi maksaa siis pb euroa. Koska kahvi paahdettaessa
menettad painostaan 20%, niin myytavan kahvin paino on 0,8p kg, ja kauppias saa
siita 0,8pa euroa. Jotta voittoa olisi 20%, pitaé olla voimassa yhtélo

0,8

0,8pa =1.2pb eli b= ia = 2a/3.

Ostohinta oli siis (1 — 2/3) - 100% = 100/3% ~ 33% pienempi kuin myyntihinta,
joten vaihtoehto ¢ on oikein ja muut véaarin.

P2. Kuvio muodostuu ympyrén sisdén piirretyistd kehdkulmista, joista « ja kaksi
tunnettua on téassa merkitty vareilla kuvioon.
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Kun naitd kehdkulmia vastaavista keskuskulmista piirretddn kuvio, huomataan,
ettd ympyran ylempi puolisko koostuu vastaavista sektoreista.



Siis
20 + 70° 4+ 52° = 180° & 2 = 180° — 70° — 52° = HR° & a = 29°.

Siis vaihtoehto b on oikein ja muut vaérin.

P3. Epéayhtaloiden A > B ja A > B tutkimiseksi tutkitaan erotusta A — B:

A—B=

(a® +b*)(c* + d*) — (ac + bd)* =

a’c® + a*d* + b*c? + bB*d® — (a®c® + 2achd + b*d*) =
a’d* + b*c® — 2adbe =

(ad — bc)* > 0.

Téaten A > B kaikilla lukujen a, b, ¢ ja d arvoilla eli vaihtoehto b on oikein. Kun
a=12,b="5c=8,d= 3, niin (ad — bc)*> = (12-3 —5-8)? = (36 — 40)? = 16 > 0,
joten A > B ja vaihtoehto c on véirin. On kuitenkin mahdollista, etté (ad —bc)? = 0,
nimittédin esimerkiksi silloin, kun a = b =c=d =1 # 0, joten vaihtoehto d on oikein
ja a vaarin.

P4. Merkitdan p = 40 cm ja a:lla sektorin keskuskulmaa ja 7:114 ympyran sddetta.

Tunnetusti sektorin ala on
A=ar?/2,

mutta toisaalta sektorin piirille péatee
p=ar—+2r& ar=p-—2r,
joten toinen tuntemattomista a ja r voidaan eliminoida pinta-alan lausekkeesta:

g ar2- r_ (p —22r)7" )

Pinta-ala A on siis séteen r toiseen asteen funktio, ja koska toisen asteen kerroin
—1 on negatiivinen, silld on suurin arvo, joka saavutetaan nollakohtien r = 0 ja
r = p/2 puolivilissé eli arvolla r = p/4. Talléin r = p/4 = 10 cm (vaihtoehto c
on oikein), ar = p — 2r = 4r — 2r = 2r (vaihtoehto b on oikein ja a véérin) ja
ar =2r = « = 2. Viimeisessa yht#lossd kulmamitta on (tietenkin) radiaaneissa
ja suora kulma on 7/2 # 2, joten vaihtoehto d on my6s véérin.



P5. Tehtéavan lauseke supistuu muotoon

P = 1+1 1+1 1+ L 1+ !
- 2 3 2015 2016
2017 2017

—— = 1008,5.
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Vastaus ei siis ole kokonaisluku, joten a ja d ovat vdarin, mutta 1000 < P < 2016,

joten b ja c¢ ovat oikein.

P6. Kertoimien summa on

as +as +az+ as + ayp + ag =
CL5’15+(I4'14+CL3'13+(12'12+CL1'1+CL0:
P(1)=(2-1+1)°=3"=243

on selvésti kolmella mutta ei viidelld jaollinen (vaihtoehto a oikein, mutta ¢ vdérin).
Binomikaavasta saadaan

P(x) = 2z + 1) = (22)° + <i> (22)* + (2) (27)% + (2) (27)% + G) 27 + 1,

eli esimerkiksi ensimmaéisen asteen termin kerroin (i’) -2 = 10 on viidella jaollinen
(vaihtoehdo d oikein). Koska binomikertoimet (;) ja kakkosen potenssit 2* eivit ole
kolmella jaollisia, niin mikdén kertoimista ei ole kolmella jaollinen (b védérin).

P7. Piirretdén kuvio tilanteesta. Kuvassa ZBAD = 30° on tunnettu ja méaritet-
tava kulma on ZEDC.

D

Merkitaén kantakulmia o« = ZABC = ZACB, jolloin ZDAC = 180° — 2a —
30° = 150° — 2a. Kolmio ADFE on tehtdvinannon mukaan myos tasakylkinen, ja
/ZDAC = ZDAF on sen huippukulma. Tamén tasakylkisen kolmion kantakulmalle
saadaan

1 1 1
ZDEA = S(180° = ZDAE) = $(180° = (150° - 20)) = 5(30° + 20) = 15° + .
Siis ZDEC = 180° — (15° + a) = 165° — . Lopuksi saadaan

ZEDC =180° — ZDCE — ZDEC = 180° — o — (165° — o) = 15°.



P8. Kokeilemalla huomataan ratkaisu x = 1. Lisaksi neliojuurien sisélla seka
yht#lén oikealla puolella on binomin neliéti (z — 1)* = 2% — 22 + 1 muistuttavia
lausekkeita. Tama vihjaa siihen, ettd yhtalo kannattaa kirjoittaa muotoon

V24 4x — 222 + V6 + 62 — 322 = 2° — 22 + 6
S Vd—-2@—-1)2++/9-3(x—1)2= (v —1)*+5.

Merkitédn kitevyyden vuoksi ¢ = (x — 1), jolloin yht&lé on

V4 —2t4+/9—3t=1t+5.

Selviisti t > 0, joten yhtélon oikea puoli on vahintdén viisi. Toisaalta yhtalon vasen
puoli on enintaan V4 + /9 = 5. Yhtasuuruus vaatii t = 0, joten x = 1 on yhtalon
ainoa ratkaisu.



