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V1. Merkitaan aritmeettisen jonon perakkiisten jasenten erotusta d:11a ja jasenten
lukuméaraa 2k:1la, missa k on positiivinen kokonaisluku. Jérjestysluvultaan paritto-
mista jésenistd ensimméinen on 1 ja viimeinen 1+ (2k — 2)d, parillista jarjestyslukua
olevilla ndmé ovat vastaavasti 1+ d ja 1 + (2k — 1)d. Tiedetéén, etté

(R =2d) o () + (1 (2= 1))

k
2 2

= 210.

Téastéd voidaan ratkaista k ja d, esimerkiksi huomaamalla, etté

20 =210 — 190 =
k‘(1+d)+(1+(2k;—1)d)_k‘1+(1+(2/<:—2)d) B
2 2 B

d+d
k-T—kd.

Siis 210 = - WHOHLHCEDD _ g1 4 pd) = k- 21, joten k = 10 ja d = 2. Jonossa
on siis 2k = 20 (kohta a on oikein), mutta perékkiisten erotus on vain 2 (kohta b
védrin). Lukujonon viimeinen jasen on 1+ (2k —1)d =1+ 19 -2 = 39, joten c on
vaarin ja d oikein.

V2. Koska kaikki kuvatulla tavalla saatavat 16-kulmiot ovat yhdenmuotoisia,
voidaan olettaa, ettd alkuperdisen nelion kirjet ovat pisteissd A = (—1,—1), B =
(1,—1),C = (1,1) ja D = (—1,1). Koska nelién ABCD livistajin pituus on 2v/2 ja
kierretyn nelion lavistajit ovat koordinaattiakseleilla origon suhteen symmetrisesti,
kierretyn nelion EFGH kérjet ovat siis £ = (v/2,0), F = (0,v/2),G = (—v/2,0) ja
H = (0, —v/2). Edelleen huomataan, ettd syntyviit 16-kulmion kaikki sivut ovat yht
pitkid, vaikka se ei ole sdannollinen, silld 16-kulmio on symmetrinen 45 asteen kierron
suhteen.
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Lasketaan nelididen sivujen BC' ja F'G leikkauspisteen L koordinaatit. Koska
B = (1,-1) ja C = (1,1), niin L = (1,y). Toisaalta sivulla F'G koordinaattien
summa on \/5, joten y = V2 — 1. Tésté seuraa, ettd 16-kulmion sivun pituus on

ILC|=|1—y|=1-(vV2-1)=2-V2.

Piirien suhde on siis

%‘2@:2-(2—¢§)=4—2\/§.

Toisaalta

4 4-(2-v2) :4~(2—\/§):4'(2—\/§):2.(2—\/§)

24V2 2+VD2-v2) 2o 7 4-2

joten kohdat b ja ¢ ovat molemmat oikein. Toisaalta 4—2v/2 < 4—2-14 = 4—2.8 = 1,2,

joten myds kohta a on oikein. Sen sijaan Q‘Gﬂ > % = 1,5, joten kohta d on vaérin.

V3. Luku 8zy+2 = 2(4xy+1) on aina parillinen ja yhdistetty luku, silld 4zy+1 > 1.
Siis 22 + 49y + 1 < 8zy + 2, koska luku 2? + 4y? + 1 on alkuluku. Luvun 8zy + 2
suurin tekija on luonnollisesti 8xy + 2, ja toiseksi isoin on (8zy + 2)/2 = 4zy + 1.
Siispa 22 + 4y? + 1 < 4xy + 1. Tésta seuraa

(x —2y)* = 2 — day + 4y < 0.

Koska nelié (z — 2y)? on suurempi tai yhtd suuri kuin nolla, on oltava x = 2y. Siten
luku z on parillinen ja a-kohta tosi. Ja c-kohdan osaméaéra on

8ry+2 16y% + 2 B

2 4+4y2+ 1 8yP+1

?

ja koska 2 < 4, on my0s c-kohta varmasti tosi.

Toisaalta, jos valitaan vaikkapa x = 6 ja y = 3, niin luku
2?42 +1="73

on alkuluku ja luku
Sry+2=146=2-73
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on jaollinen luvulla 2% 4 432 + 1, eli taméi lukupari toteuttaa tehtévinannon ehdot.
Koska luku 3 ei ole parillinen eikd luku 146 viidella jaollinen, eivéit kohdat b ja d
valttamaéatta pida paikkaansa.

V4. Alla on tehtavasta mittatarkka kuva.

Huomataan, etté kuvaan liittyvista kolmioista ABC, BC'F' ja EAB ovat tasakyl-
kisiéd (huippu mainittu ensin), silla

LABC =3 +6=20°4+60°=80°=50°+30°=€e+v=4LBCA
ZBCF =¢e¢=50°=180° —80° — 50° = 180° — (6 + ) —e = LCFB
LFEAB = /ZCAB =180°—2-80° =20° = = LABE.

Erityisesti AB = AC, BC = BF ja AE = BE. Otetaan viela kiyttoon apupiste,
joka sijaitsee sivulla AC' niin, ettd kolmio BC'G on myo0s tasakylkinen ja B sen
huippu.
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Koska Z/GBC = 180° — 2/BCG = 180° — 2/BCA = 180° — 2 - 80° = 20°, niin
/FBG = /FBC — ZGBC = 4+ § — 20° = 60°. Koska liséiksi BFF = BC = BG,
niin kolmio |BGF| on tasasivuinen ja siten F'G = BF = BG. Kun huomataan
vield, ettd kolmio GEB on my6s tasakylkinen (Z/GEB = 180° — ZAEB = 180° —
(180° — 2 - 20°) = 40° ja samoin /ZEBG = ZEBC — ZGBC = § —20° = 40°),
niin saadaan £G = BG = FG, joten kolmio GEF' on tasakylkinen. Téstd seuraa
ZGEF = (180° — 40°)/2 = 70°. Siis ¢ = ZGEF — ZGEB = 70° — 40° = 30°.

Vastaus: ¢ = 30°.

22+ 22+ 1+ (z+ 1)y = 101,
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mika jakautuu tekijoihin muotoon
(z4+1)*+ (z+ 1)y = 101

eli
(x+1)(z+1+y) =101

Luku 101 on alkuluku, ja vasemman puolen molemmat tekijat ovat kokonaislukuja.
Siten kokonasiluvut x ja y toteuttavat alkuperdisen yhtalon tdsmaélleen silloin, kun
jokin seuraavista pétee:

r+1=-101 tai r+1=-1
al
r+1+y=-1 r+1+y=-101

r+1=1 tai r+1=101
al
r+1+y=101 r+1+y=1
Jokaisella naisté yhtalopareista on yksikasitteinen kokonaislukuratkaisu. Kun nama

yhtaloparit ratkaisee, saamme tulokseksi, ettd kokonaisluvut x ja y ratkaisevat
alkuperéisen yhtalon tasmélleen silloin kun

{x:—102 _ {x:—Z , {x:() _ {:1::100
tal tal tal

y = 100 y = —100 y = 100 y = —100.

V6. Kymmenen rastia riittaa, silla néilla ruudukosta voidaan tayttaa kaksi rivia, ja
yhden rastin poistaminen jattda aina yhden kokonaisen rivin. Tarkastellaan toisaalta
tapausta, jossa rasteja on korkeintaan yhdeksén. Jos asetelmassa on vain kerran viisi
rastia perdkkéin, niistd voi sopivan rasin pyyhkimélla saada aikaan lopputuloksen,
jossa ei ole rasteja perdakkiin. Vield triviaalimpi on tilanne, jossa alun perinkéén ei
ole viitta rastia perdakkéiin. Oletetaan siis, ettd asetelmassa olisi ainakin kaksi viiden
perakkiisen suoraa. Naiden on pakko leikata, silld muuten rasteja olisi valmiiksi
kymmenen. Kahdessa viiden suorassa on siis rasteja yhteensé 5+5—1 = 9, joten muita

rasteja ei voi olla. Siis pyyhkimalla leikkausrasti saadaan kaikki viiden perakkaiset
suorat poistettua. Siis yhdeksén rastia ei riita.

tai

Téaten kymmenen rastia riittaa ja tarvitaan.



