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Ratkaisuehdotuksia

1. Mddritd ne luvut a, joille yhtdaldlld
a3*+37"=3

on tasan yksi ratkaisu x.
Vastaus. Luvuiksi a kelpaa % ja kaikki epépositiiviset a (eli a < 0).

Ratkaisu. Ratkaisun idea on muuttaa ongelma toisen asteen yhtéloksi ja analy-
soida sité.

Koska 3% saa kaikki positiiviset reaalilukuarvot ja jokaisen tasan kerran, ja 37% =
1/3%, tehtévén ratkaisuja ovat kaikki ne luvut a, joille yhtalolla at + % =3Jeli

at> = 3t+1=0

on tasan yksi positiivinen juuri.

Jos a = 0, kyseessd on ensimmadisen asteen yhtalo jolla on tasan yksi positiivinen

ratkaisu ¢t = %

Jos a # 0, kyseessé on toisen asteen yhtélo, jonka diskriminantti on 9—4a. Yhtalolla
on reaalisia ratkaisuja, jos 9 —4a > 0 eli jos a < % Talloin ratkaisut ovat

1
t:%(3j:\/9—4a)

Jos 0 < a < % yhtalolla on kaksi positiivista ratkaisua. Jos a = %, yhtalolla on

tasan yksi ratkaisu ja se on positiivinen. Jos a < 0, luvuista 3 + /9 — 4a yksi on
positiivinen ja yksi negatiivinen, ja yhtalolla on tasan yksi positiivnen juuri.

Tehtavan ratkaisuja ovat siis a = % ja kaikki ei-positiiviset luvut a.

2. Ympuyrat, joiden sdteet ovat R ja r, missa R > r, sivuavat toisiaan ulkopuoli-
sesti. Ympyroille puirretadn yhteinen tangentti, joka et kulje ympyroiden sivuamais-
pisteen kautta. Tdamdan tangentin ja ympyroiden rajoittamaan alueeseen piirretddan
mahdollisimman suuri ympyrd. Kuinka suuri on tamdn ympyrdin sdde?

Vastaus. Ympyran sdde on
2
VIVE
Vr+vVR)

Ratkaisu. Ratkaisun idea on ratkoa yksitellen pituuksia apupisteiden ja Pythago-
raan lauseen avulla.

Alla on kuva tehtavasta.



A ”” B
Ympyroiden keskipisteet ovat O; ja O, sivuamispiste on 7', tangentin
sivuamispisteet ovat A ja B ja pienen ympyran keskipiste on O.
Haluamme laskea O-keskisen ympyrén sdteen, mutta tdmé ei onnistu suoraan.
Lasketaan ensiksi kuviosta muita pituuksia.

Janan AB pituuden saa laskettua Pythagoraan lauseella, kun kuvioon lisdé apu-
pisteen.

Lisatéaan piste C.

Huomaa suorat kulmat tangentin AB ja siteiden O A ja Oy B vililla. Piste C'
on piirretty kuvaan niin, ettd O;CBA on suorakulmio. Nyt |OoC| = R — r, joten
Pythagoraan lause kolmioon O;0,C' sovellettuna antaa

\OlC|2 = ’0102|2 — |020‘2 = (T + R)2 - (R — 7”)2 = 4Ryr.
Koska |O,C| = |AB|, antaa taméa
|AB| = V4Rr.
Keskitytaan sitten pieneen ympyraan. Merkitadn sen sadetta x:114. Kuvioon on

taas lisdtty muutama apupiste ja -jana, erityisesti suorakulmio ADEB, missa DE
kulkee pisteen O kautta.



Apupisteet D ja E ja apujanoja.

Pituudet DO ja OF saa laskettua samaan tapaan kuin pituuden AB: Pythagoraan
lause kolmioon DOQO; antaa

|DOJ? = |010° = |DOW|? = (r + 2)* = (r — 2)* = 4ar
ja kolmiosta DOQO, saadaan vastaavasti

|OE|* = |0:0)* — |[EO,)* = (R+x)* — (R — z)* = 4zR.

Viimeinen vaihe: Kéytetdén tietoa |AB| = |DO| 4 |OE|, mistd saadaan yhtélo
luvulle z.

VARr = V4zr + VAzR
& VR = Va(vr + VR)
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3. Pydredn poyddn ddressd on 12 ritaria. Jokainen ritari on vihoissa viereisten
ritarien, mutta ei muiden ritarien, kanssa. Viisi ritaria on valittava pelastamaan
prinsessaa. Yhtddn vihamiesparia ei haluta mukaan. Kuinka monella eri tavalla
valinta voidaan suorittaa?

Vastaus. Valinta voidaan tehda 36 eri tavalla.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on jakaa eri valintatavat tapauksiin sopivalla tavalla
niin, ettd kukin tapaus on helppo késitella.

3



Ehto tarkoittaa, ettd pelastusoperaatioon ei voi valita ketdan vierekkain istu-
jaa. Valittujen viiden viliin jaa siten viisi epéatyhjaé ritariryhméa. Koska partioon
kuulumattomia ritareita on seitsemén, nama viisi ryhméa muodostuvat joko niin,
etta

(i) yhdessé on kolme ja muissa yksi ritari, tai

(ii) kahdessa on kaksi ja kolmessa yksi ritari.

Oletetaan, etté ritarit istuvat pdydéan ymparilla vastapaivadan lueteltuina jarjestyk-
sessi, Ry, Ry, ..., Ri5. Jos Ry on mukana pelastuspartiossa, niin ylla mainittu kolmen
ei mukana olevan ritarin joukko voi olla viidessa eri paikassa ja kahden ei mukana
olevan ritarin ryhmat (g) eri paikassa. Frilaisia partioita, joissa Ry on mukana, on
siis 5 4+ 10 = 15. Missdan néistd partioista ei ole mukana R,. Samalla tavalla kuin
edelld voidaan laskea, ettd partioita, joissa Ro on mukana, on 15.

Toistaiseksi ei ole laskettu sellaisia partioita, joista puuttuvat sekid Ry ettd Rs. Jos
tallainen partio muodostuu niin, ettd yhdessé ei mukana olevien ryhméssa on kolme
ritaria (tapaus (i)), niin ndmé kolme ovat joko { Ry, Ry, Rs} tai {Ria, Ry, Ro}. Jos
taas kahden ei mukana olevien ryhméssé on kaksi ritaria (tapaus (ii)), niin toinen
néistd ryhmistd on {R;y, R} ja toinen voidaan valita neljalla eri tavalla. Partioita,
joissa ei ole mukana kumpikaan ritareista R; ja Ry on siis kuusi erilaista.

Eri mahdollisuuksia muodostaa pelastuspartio on siis kaikkiaan 15+ 15+ 6 = 36
kappaletta.

4. Laske sellaisten nelinumeroisten lukujen, joiden kymmenjdrjestelmdaesityksessd
on vain parittomia numeroita, summa.

Vastaus. Tillaisten lukujen summa on 1111 - 5° eli 3471875.

Ratkaisu. Parittomia numeroita on viisi (1,3,5,7,9) ja niiden summa on 25.
Kukin numero esiintyy tietyssi paikassa kaikkiaan 53:ssa luvussa. Niin ollen kunkin
kymmenen potenssin kertoimien summa on 25 - 5% = 55, Tehtéviissi kysytty summa
on siten 1111 - 5% = 3471875.

5. Sijoita tasoon n pistetti (n > 3) niin, ettd minkddn kahden pisteen etdisyys ei
ylitd yhtd ja tdasmdlleen n:n pisteparin vdilinen etdisyys on yksi.

Ratkaisu. Idea on ensiksi laittaa kolme pistetta tasasivuisen kolmion kérjiksi, ja
sitten lisdta kuvioon n — 3 pistetta niin, ettd kukin lisdys luo yhden uuden pisteparin,
jossa pisteparin vélinen etdisyys on yksi.

Olkoot pisteet Ay, ..., A,. Sijoitetaan pisteet A, Ay ja As kéirjiksi tasasivuiseen
kolmioon, jonka sivun pituus on 1. Jos n = 3, sijoittelu on vaaditunlainen. Jos n > 3,
piirretddn A;-keskinen ympyra I' As:n ja As:n kautta ja sijoitetaan pisteet Ay, ..., A,
numerojarjestyksessa mielivaltaisesti I':n lyhemmalle kaarelle A/gA\g



Esimerkki sijoittelusta tapauksessa n = 6.

Nyt kolme janaa A;As, AsAs, A3A; sekd n — 3 janaa A1 A;, i = 4,5,...,n ovat
kaikki yhden pituisia, eli yhden pituisia janoja on ainakin n.

Tarkistetaan viela tarkasti, etta kaikkien muiden pisteparien vélinen etaisyys on
alle yksi, miki ratkaisee tehtavén. (Kuvan perusteella tdmé tuntuu jarkeenkayvélté.)

Todistetaan ensiksi, ettd AsA; < 1 ja AzA; < 1 kaikilla ¢ > 4. Kulma £A5A;A3z on
tylppé (kehdkulmalauseen nojalla ZAsA; A3 = 150°), joten Ay Az on kolmion Ay A; Az
pisin sivu. Tésta seuraa, ettd A A; < 1 ja AsA; < 1.

Todistetaan sitten, ettd A;A; < 1 kaikilla 4 < ¢ < j. Nyt kulma ZA3A4;A; on
tylpp4, joten Ay A; on kolmion Ay A; A; pisin sivu. Edelld todistettiin, ettd A, A; < 1,
joten nyt myos A;A; < 1.



