Lukion matematiikkakilpailu 30. 1. 1998

Ratkaisuehdotuksia

1. Osoita, ettd pisteet A, B, C' ja D voidaan sijoittaa tasoon niin, etti nelikulmion
ABCD pinta-ala on kaksi kertaa niin suuri kuin nelikulmion ADBC.

Ratkaisu.

Sijoitetaan B ja C niin, ettd BC' = 1. Olkoon D
P sellainen piste, ettd BP = x. Piirretaan
P:n kautta BC':n normaali, ja valitaan silta
pisteet A ja D niin, ettd AP =1 ja AD = 2.
Merkitadn kuvion F alaa |F|. Nyt |[ABC| = 2
3, |ADB| = z ja |[ACD| = 1 — z. Koska
|ABCD| = |ABC|+ |ACD| =1 +1-2zja
|ADBC| = |ADB|+|ABC| = z+1, tehtévin A
ehto toteutuu, kun
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eli kun x = L. (Kuva ei mittakaavassa.)
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Kommentti. Tehtdvain on monenlaisia ratkaisuja.

Tehtévéssa on aluksi hyvin paljon valinnanvaraa siithen, miten A, B, C' ja D voidaan
valita. Ratkaisussa vaihtoehtojen runsautta karsitaan ensiksi melko sattumanvaraisilla
paatoksilld: valitaan A ja D pisteen P normaalilta, |[AP| = 1,|AD| = 2. Kun
valinnanvaraa on enéé vain vihén (mistd péin janaa BC' piste P valitaan), mietitdan
tarkemmin miten valinta kuuluu toteuttaa, jotta haluttu ehto toteutuu. Tama tehtiin
pystyttamaélla yhtéld luvulle x.

Ensimmaéinen idea (sattumanvaraiset padtokset) on hyvd alkuun pédsemiseksi:
koska vaihtoehtoja pisteiden A, B, C' ja D valinnalle on niin paljon, kannattaa tutkia
yksinkertaisempia tapauksia ensiksi. Toisaalta ihan vain arvaamalla voi olla vaikea
16ytéé ratkaisua, mihin auttaa toisen idean (yhtdlon pystyttdmisen) systemaattisuus.

2. Kilpailutoimikunnassa on 11 jasentd. Kilpailutehtdvid sdilytetddan hyvassd tallessa
lukkojen takana. Avaimia on jaeltu toimikunnan jdsenille niin, ettd ketkd tahansa
kuusi jasentd voivat avata lukot, mutta ketkddn viisi etvdt riitd nitden avaamiseen.
Kuinka monta lukkoa tarvitaan vahintddn, ja kuwinka monta avainta talloin on kullakin
toimikunnan jasenelld?

Vastaus. Lukkoja tarvitaan vahintddan 462 ja kullakin toimikunnan jasenelld on
oltava vahintdan 252 avainta.

Ratkaisu. Toimikunnasta voidaan valita (151) = 462 erilaista viiden joukkoa.

Kutakin tallaista joukkoa kohden on oltava lukko, johon kenenkéén joukon jasenen
avain ei sovi. Koska kahdella eri viiden joukolla on aina mahdollisuus yhdessa avata
kaikki lukot, on eri viiden joukkoja kohden oltava eri lukot, joita joukon jasenet eivét



saa auki. Lukkoja on téten ainakin 462.

Jokaisella toimikunnan jasenella J on oltava avain jokaiseen sellaiseen lukkoon,
jota sellainen viiden joukko, johon J ei kuulu, ei pysty avaamaan. Viiden joukkoja,
joihin J ei kuulu, on (150) = 252 kappaletta. Jokaisella jasenelld on téten oltava
ainakin 252 avainta.

Osoitetaan vield, ettd loytyy ratkaisu, jossa lukkoja on tasan 462 ja kullakin
jasenelld on tasan 252 avainta. Hankitaan 462 lukkoa, nimetédén ne toimikunnan
saa avaimen kaikkiin niihin 252 lukkoon, jotka liittyvét sellaisiin viiden jasenen
joukkoihin, joihin kyseinen jésen ei kuulu. Silloin yksikdén viiden jésenen joukko
ei voi avata kaikkia lukkoja. Olkoon sitten S = {A, B, C, D, E, F'} mielivaltainen
kuuden jasenen joukko. Jokainen lukko liittyy johonkin viiden jisenen joukkoon S’.
Mutta koska S':ssé on aina jokin joukkoon S’ kuulumaton jésen, S:n jasenet pystyvét
avaamaan jokaisen téllaisen lukon.

Kommentti. Ratkaisun jélkipuoliskoa eli sopivien lukkojen ja avaimien keksi-
mista varten kannattaa miettida, milloin ratkaisun alkupuolen arviot ovat parhaat
mahdolliset. Jos lukkoja on tasan 462, niin ratkaisun ensimméisen kappaleen nojalla
kutakin viiden jasenen joukkoa kohden on olemassa vain yksi lukko, jota he eivit saa
auki. Tama vihjaa siihen, etté assosioidaan lukot ja viiden hengen joukot toisiinsa.

3. Voiko jonosta 1/2,1/4,1/8, ... valita geometrisen, padttyvin tai padttymdattomdn,
jonon, jonka perdikkdisten jasenten suhde ei ole 1 ja jonka summa on 1/57

Vastaus. Ei voi.

Ratkaisu. Alla on kaksi erilaista ratkaisua. Ensimmaéinen ratkaisu tutkii, kuinka
suuri on jonon ensimmaéinen, toinen ja kolmas jasen. Toinen ratkaisu tutkii, mikd on
geometrisen lukujonon suhdeluku ja onko se padttyméaton vai ei.

Molemmat ratkaisut kidyttavit tietoa

1+1+1+ =1
2 4 8 T

ja tasta seuraavia tietoja kuten

1+1+1+ 1
4 8 16 2
ja
1+1+1+ 1
8 16 32 4

1. ratkaisu. Jos geometrisen jonon ensimmainen jasen olisi % tal %1, olisi sen summa
. 1 .. .. . . . . . e e .ee o . 1 . . . P
yli £. Téma ei kdly. Toisaalta jos ensimmdéinen jasen olisi 7 tai pienempi, olisi jonon
summa enintaan

1 N 1 n 1 L 1 - 1
16 32 64 8 5
miké ei myoskdan kiy. Siis jonon ensimmaéinen jasen on %.



Jonon loppujen termien summan tulee siis olla % — = %. Tutkitaan sitten, mika

8
on jonon toinen termi. Arvioidaan kuten edelléd: toinen termi ei voi olla pienempi
kuin L 16> koska télloin jonon termien summa olisi enintédén

1 N 1 1 - 3
32 64 ~ 16 40
Seuraava termi on siis %6
Jonon loppujen termlen summan tulee siis olla 3 116 = —=. Jonon seuraavan

termin tulee siis olla alle 35 Tama ei kultenkaan kay jonon tulee olla geometrinen
ja sen ensimmaiset Jasenet ovat % 5 Ja 16, joten joko jono paéttyy heti (mika ei kéy)
tai seuraava termi on o5 Olemme valmiit.

2. ratkaisu. Kuten ensimmaisessd ratkaisussa, jonon suurin termi on %.

Todetaan ensiksi, ettd jonon suhdeluku on % Muussa tapauksessa jonon jasenten
summa olisi enintaan
1
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mika ei kay.

Todetaan sitten, ettd jono paittyy. Muussa tapauksessa jonon termien summa olisi
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mika ei kay.

Siis jono padttyy ja sen suhdeluku on z, eli jonon termien summa on muotoa
1i 1 12t
g2k 8w

Jotta téllainen murtoluku sipustuisi luvuksi %, sen nimittajéssi olisi oltava tekijana
5. Néin ei ole, joten halutunlaista jonoa ei ole.

4. Neliossd, jonka siwwu on 1, on 110 pistettd. Osoita, ettd jotkin nelja ndista
sijaitsevat ympyrassd, jonka sdide on 1/8.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on peittdé nelié 36 kappaleella 1/8-séteisid ympyroité
ja kayttaa laatikkoperiaatetta.

8, voidaan piirtda nelio, jonka sivu on 4%@ > ﬁ = %.
Oletetaan, ettd jokaisessa g—sateisesséi ympyrassé olisi enintdan kolme annetuista
pisteista. Silloin missaéan %—sivuisessa neliossa ei olisi kuin enintdén kolme annetuis-
ta pisteista. Mutta 1-sivuinen nelié voidaan jakaa 6 x 6:ksi eli 36:ksi %—sivuiseksi
nelioksi. Pisteita voisi siis olla enintdén 36 - 3 = 108 kappaletta. Ristiriita osoittaa

vastaoletuksen vaaraksi.

Ympyrédan, jonka side on

5. 15 x 36-ruudukkoa peitetidn neliolaatoilla. Neliolaattoja on kahdenkokoisia;
sivun pituus voi olla 7 tai 5. Laattojen tulee priettad taysid yksikkonelioitd, ewwdatkd ne
saa mennd pddllekkdin. Kuinka monta ruutua laatat voivat peittdd?



Vastaus. Laatat voivat peittdd enimmillaan 525 ruutua.

Ratkaisu. Todetaan ensiksi, ettd on mahdollista peittda 15 - 35 = 525 ruutua:
15 x 35-ruudukon voi peittdd 5 x 5-laatoilla. Vaikeampi puoli on osoittaa, ettei
suurempaa méaarad saada peitettyé.

Todistetaan sitten, ettei suurempaa maérda ruutuja voi peittda. Esitetddn kaksi
ratkaisua. Ensimmaisen ratkaisun idea on tutkia, miten laatat sijoittuvat ruudukon
15-pituisen reunan lahistolla. Toisen ratkaisun idea on tutkia, kuinka paljon eri
tyyppisia laattoja kiaytetaan.

1. ratkaisu. Haluamme osoittaa, ettd ruudukkoon jaa vahintdan 15 tyhjaa ruutua.
Asetetaan ruudukko pystyyn niin, ettd ruudukon leveys on 15 ruutua ja korkeus on
36 ruutua. Voimme olettaa, ettei mitdén laattaa saa siirrettyé alaspéin (“painovoima
vetdd laattoja alaspéin”).

Oletetaan, ettd mitdan laattaa ei saa vedettyé alaspéin.

Kysymys kuuluu: miltd ruudukon pohjalla nayttaa?

Huomataan ensiksi, ettd jos ruudukon alarivilla on jokin tyhja ruutu, niin sen
ylapuolella olevat nelja ruutua ovat myds tyhjia: jos ne eivét olisi tyhjiéd, niin niita
peittda laatta, jota voisi vetda alaspéin. Tésta seuraa, ettd jos ruudukon alarivilla
on vihintdan kolme tyhjaa ruutua, niin ruudukossa on yhteensa vahintdéan 15 tyhjaa
ruutua, ja olemme valmiit.



Ruudukon alarivista on siis peitetty vahintdan 13 ruutua. Ei ole mahdollista, etta
alariviltd on peitetty tasan 13 ruutua. Ruutuja on siis peitetty joko 14 ruutua kahden
7 x T7-laatan toimesta (kuten kuvassa) tai kaikki 15 ruutua kolmen 5 x 5-laatan
toimesta.

Kummassakin tapauksessa voimme siirtya tutkimaan ruudukkoa, joka on 7 tai
5 ruutua matalampi kuin alkuperédinen 15 x 36 -ruudukko. Voimme soveltaa télle
pienemmaélle ruudukolle samaa logiikka: sen pohjalta 16ytyy kaksi 7 x 7-laattaa tai
kolme 5 x 5-laattaa. Néin jatketaan

Koko 15 x 36-ruudukko koostuu siis viiden tai seitsemén ruudun korkuisista
“kerroksista”. Jos kerros on seitsemén korkuinen, niin siitd 16ytyy seitseman tyhjaa
ruutua. Jos siis seitsemén korkuisia kerroksia on vahintdan kolme, niin tyhjia ruutuja
on vahintdan 3 - 7 = 21, ja olemme valmiit.

Tutkitaan siis lopuksi vielda kolmea tapausta sen mukaan, kuinka monta seitsemén
korkuista kerrosta ruudukossa on.

e Jos seitsemén korkuisia kerroksia on 0, niin viiden korkuisia kerroksia on 7. Siis
ruudukon ylarivi jaa tyhjaksi, eli tyhjia ruutuja on 15.

e Jos seitsemén korkuisia kerroksia on 1, niin viiden korkuisia kerroksia on
(36—17)/5 = 29/5 pyoristettyna alaspéin eli 5. Tyhjia riveja jaa siis 36 —7—25 =
4, eli tyhjid ruutuja on ainakin 60.

e Jos seitsemén korkuisia kerroksia on 2, niin viiden korkuisia kerroksia on (36 —
14)/5 = 22/5 pyoristettyné alaspéin eli 4. Tyhjid riveja jaa siis 36 — 14 — 20 = 2,
eli tyhjid ruutuja on ainakin 30.
Olemme valmiit.

2. ratkaisu. Oletetaan, ettéd laatoituksessa kdytetddn a kappaletta 7 x 7-laattoja
ja b kappaletta 5 x 5-laattoja. Peitettyja ruutuja on yhteensd 49a + 25b. Koska
49a + 25b < 540, saadaan

a<l1ll ja b<21.

Tutkitaan, mita arvoja 49a + 25b voi saada. Tata varten kirjoitetaan
49a 4 25b = 50a + 25b — a = 25(2a + b) — a.
Nyt jos 2a 4+ b < 21, niin 25(2a + b) — a < 25 - 21 = 525, misté véite seuraa.
Toisaalta ei voi pated 2a + b > 23. Téalloin nimittéin

25(2a+0b) —a > 25-23 —a > 575 — 11 > 540.

Tutkitaan vield tapaus 2a + b = 22. Talloin peitettyjen ruutujen maara on 550 — a.
Koska ruutuja on kaikkiaan 540, tulee téaten péated a > 10. Siis ¢ = 10 tai a = 11.
Ehdon 2a + b = 22 nojalla tilloin pétee b = 2 tai b = 0.

Oikeasti ndmé tapaukset eivét kuitenkaan ole mahdollisia. Jos a = 11 ja b = 0,
tulisi yhdellatoista 7 x 7-laatoilla saada peitettya 11 - 49 = 539 ruutua, eli vain yksi



ruuduista jaa tyhjaksi. Huomataan kuitenkin, etté jos laatoittamiseen kaytetdan vain
7 X T-laattoja, niin jokaisella ruudukon 36 vaakarivistd on vahintdan yksi tyhja ruutu,
eli tama ei kiy. Jos a = 10 ja b = 2, laatat peittaisivat 10-49 42 - 25 = 540 ruutua eli
kaikki ruudut. Ruudukon 36 vaakarivistd vahintdan 26 kuitenkin ovat sellaisia, joilla
el esiinny minkdan 5 x 5-laatan ruutuja, ja nailld vaakariveilld on kullakin vahint&dan
yksi tyhja ruutu. Téamaéakasdn tapaus ei siis kéy.



