Lukion matematiikkakilpailu
Loppukilpailu 28. tammikuuta 2000
Ratkaisuhahmotelmia

1. Kaksi ympyréé sivuaa ulkopuolisesti toisiaan pisteessd A. Ympyroiden yhteinen
tangentti sivuaa toista ympyréé pisteessd B ja toista pisteessia C' (B # C'). Janat BD
ja C'E ovat ympyroiden halkaisijoita. Todista, etta pisteet D, A ja C' ovat samalla
suoralla.

Ratkaisu. Ideana on laskea kulmia hyodyntéen tasakylkisid kolmioita ja yhden-
suuntaisuutta.

Olkoot P ja @ ympyroiden keskipisteet (kuten kuvassa).
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Kuva tilanteesta.

Todistus perustuu kulmien laskemiseen seuraavan “polun” kautta.

E
D
A <
P 2 1 1 3
B C

Lasketaan kulmia seuraavassa jarjestyksessa.

Merkitdén ZDAP = « (kuvan kulma 1). Tasakylkisestd kolmiosta AP D saadaan
ZAPD = 90° — /2 (kuvan kulma 2). Koska P, A ja @) ovat samalla suoralla ja



BD ja C'E ovat yhdensuuntaisia (molemmat ovat kohtisuorassa suoraa BC' vasten),
samankohtaiset kulmat antavat ZAQC = ZAPD = 90° — «/2 (kuvan kulma 3).
Tasakylkisestd kolmiosta C'AQ saadaan nyt ZCAQ = «/2 (kuvan kulma 4). Taméa
todistaa, ettd D, A ja C' ovat samalla suoralla.
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Lasketut kulmat merkittyna kuvaan.

2. Todista, ettd luvun (3 4 1/5)" kymmenjirjestelméesityksen kokonaisosa on aina
pariton luku, oli n mika hyvansa positiivinen kokonaisluku.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on tutkia my6s lukua (3 — +/5)". Témé luku toisaalta
“tiydentad” lukua (3 4+ v/5)" ja toisaalta on pieni (0 < 3 —+/5 < 1).

Binomikaavan perusteella

(3+V5)" = Y (Z) 3*(V5)"*F = a4+ bV5

joillakin positiivisilla kokonaisluvuilla a ja b. Lisaksi

k

k=0

(3—V5)" = Zn: <”) 3F(—1)"F(VB)"F = a — bV/5.

(Binomikehitelmé tuottaa v/5-termeji parittomilla potensseilla.) Siis (3 + v/5)" +
(3 —v/5)" = 2a. Mutta koska 2 < /5 < 3,0n 0 < (3 —+/5)" < 1, joten 2a — 1 <
(3++/5)" < 2a, ja luvun (3 + v/5)" kokonaisosa on 2a — 1 eli pariton luku.

Kommentti. Tehtdvaa voi tutkia myos lineaaristen rekursioiden niakokulmasta.
Jos nimittdin médritelldin a, = (34 /5)" + (3 —+/5)", niin lineaaristen rekursioiden
teorian perusteella luvut a, toteuttavat polynomia (x — (3 —v/5))(xz — (3 +V/5)) =
2? — 62 + 4 vastaavan yhtilon a,., o = 6a,,, + 4a,. Koska ay = 2 ja a; = 6, seuraa
tasta ettd kaikki luvut a, ovat parillisia kokonaislukuja. Ratkaistu viimeistella&n
kuten ylla.

3. Tutki, millad n:n positiivisilla kokonaislukuarvoilla patee epayhtalo

n! > v/nm.



Vastaus. Epayhtilo n! > v/n™ patee tdsmélleen silloin, kun n > 2.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on nelididd epéyhtild ja kirjoittaa tulon (n!)? tulontekijat
kiteviampéadn jarjestykseen.

Kunn=1n'=1=+v1' = n"jakun n = 2, n! = 2 = v/22 = /n". Tutkitaan
sitten tapausta n > 3. Nyt

n)?=(1-2---(n—1)-n)-(1-2---(n—1) -n)
=12 (n=1)((n=1)-2)-(n-1). (1)

Minké tahansa muodostuneen parin lukujen tulo on védhintdan n. Jos lukuparin
toinen luku on 1, niin toinen luku on n, ja tulo on n. Muuten parin pienempi luku
on vahintédén 2 ja suurempi vahintdén n/2, joten tulo on taas vahintaan n.

Liséksi huomataan, ettéd oikeastaan jos kumpikaan parin luvuista ei ole 1, niin tulo
on aidosti suurempi kuin n. Téten tulossa (1) kaikki n tekijda ovat vahintdan n ja
tekijoistd n — 2 > 1 kappaletta ovat suurempia kuin n. Tulo on siis suurempi kuin
n", eli n! > /n" kun n > 2.

4. Tasossa on seitsemén pistettd, joista mitkdan kolme eivit ole samma suoralla.
Kaikki pisteet yhdistetddn toisiinsa janoilla. Jokainen néistéd janoista on joko sininen
tai punainen. Todista, ettd néin syntynneessd kuviossa on aina vahintddn nelja
kolmiota, joiden kaikki sivut ovat samanvariset.

Ratkaisu. Oletusten mukaan jokaiset kolme annetuista seitsemésta pisteestd ovat
kolmion karkipisteitd. Kolmioita on siis yhtd monta kuin on tapoja valita seitsemésta
pisteesta 3, eli (;) = 35 kappaletta. Jos kolmion sivut eivit ole samanvariset, kut-
summe kolmiota kirjavaksi. Kirjavan kolmion kérjistd on tasan kaksi sellaisia, joista
ldhtevét sivut ovat erivariset. Kutsumme téllaista kirked samoin kirjavaksi. Koska
jokaisesta kérjesté lahtee kuusi janaa, kirki voi olla kirjava s(6 — s):ssé kolmiossa,
missé s on kérjestd ldhtevien sinisten sivujen mééré. Selvésti lausekkeen s(6 — s)
suurin arvo on 9. Téten kaikkien kirjavien kolmioiden kirjavien kdrkien méara on
enitndédn 7 -9 = 63 ja kirjavien kolmioiden mééré on siis enintéén 63/2 = 31,5 eli
enintdan 31. Yksivarisia kolmioita on ainakin 35 — 31 = 4 kappaletta.

Kommentti. On my6s mahdollista konstruoida esimerkki, jossa yksivarisia kol-
mioita on tasan nelja.

Kommentti. On luonnollinen idea tutkia eri tapauksia esimerkiksi sen mukaan,
kuinka monta tietyn varista kaarta joistakin solmuista lahtee. Téllainen lahestymis-
tapa ei kuitenkaan johda maaliin (ainakaan kovin helposti). Ratkaisun idea on hyvin
erilainen: se arvioi kirjavien ja yksivéiristen kolmioiden méiria. Ratkaisun ideaa voisi
kutsua globaaliksi, kun taas tapauskasittelyyn perustuva idea on lokaali.

5. Irja ja Valtteri heittévit vuorotellen kolikkoa ja Irja aloittaa. Kummallakin on
pelinappula, ja alussa nappulat sijaitsevat pelilautana kiytettavin nelion vastakkai-
sissa karjissd. Jos heittovuorossa oleva pelaaja saa kruunan, hén siirtdd nappulansa
nelion vastakkaiseen kérkeen, mutta muuten viereiseené kérkeen niin, etté Irja siir-
tda nappulansa vastapaivdaan ja Valtteri myotapaivaan. Pelin voittaa se, joka saa
siirrettyd nappulansa siihen kérkeen, jossa vastustajan nappula on. Kuinka suuri on
todennéakoisyys, etta Irja voittaa pelin?



Ratkaisu. Ratkaisun idea on tutkia kaikki mahdollisia tilanteita, joita pelissé
voi esiintya, ja ratkoa tilanteiden voittotodennékoisyydet. Taméa onnistuu pystytta-
mélld yhtaloryhmaé voittotodennékoisyyksien vilille. Idean toteutusta varten ensiksi
osoitetaan, etta peli padttyy 100% todennékoisyydelld jommankumman pelaajan
voittoon.

Osoitetaan ensiksi, ettd peli paattyy 100% todennékoisyydelld. Jos heittovuorossa
olevan pelaajan vastustajan pelinappula on heittdjan kiertosuuntaan katsoen yhden
tai kahden askeleen pédssa heittdjan nappulasta, peli padttyy todennékoisyydella %
vuorossa olevan heittoon, jos taas vastustajan nappula on kolmen askeleen péssa,
peli ei paaty vuorossa olevan heittoon, mutta seuraavalla vastustajan vuorolla pelin
paattymisen todennakoisyys on taas % Todennakoisyys, etté peli ei ole paattynyt
kahden perakkéisen vuoron aikana on siis enintain %, ja todennékoisyys, etta peli ei
olisi padttynyt 2n:n vuoron aikana on enintdin --. Todennikdisyys télle lihestyy

2TL
nollaa kun n — oo.

Olkoon nyt p;, j = 1,2, 3, todenndkdisyys, etté heittovuorossa oleva pelaaja voittaa
pelin, kun vastustajan nappula on heittdjan kiertosuunnan mukaisesti j:n askeleen
paassa heittdjan nappulasta. Idea on, ettd todennédkoisyydet pq,po ja p3 voidaan
esittad toistensa avulla.

Ensinnédkin
1 1

=4+ —(1—p3).
P1 2+2( P3)

Heittdja nimittain voittaa pelin, jos hdn saa klaavan, ja jos hén saa kruunan, hdnen
nappulansa menee asemaa, joka on kolmen askeleen pédssa vastustajan nappulasta
taman kiertosuunnasta katsottuna. Talloin vastustaja voittaa todennakéisyydella ps,
eli talla hetkella vuorossa oleva voittaa todennékoisyydella 1 — ps.

Toisekseen
1 1

P2 =5 + 2(1 p1)-
Jos nimittain nappuloiden etdisyys on 2 askelta, heittdja voittaa saadessaan kruunan,
mutta klaava vie hdnen nappulansa asemaan, joka on yhden askeleen paassa vas-
tustajan nappulasta tdmén kiertosuunnassa. Jalkimmaéisessa tapauksessa vastustaja

voittaa todennakoisyydella py.

Ja vield samaan tapaan paattelemalla saadaan

1 1
=—(1—p1)+ =(1—pa).
b3 2( p1) 2( P2)
Jos nimittdin nappuloiden etaisyys on 3 askelta, heiton tuloksesta riippuen seuraavalla
vuorolla vastustajasta nahden etaisyydet ovat 1 tai 2 askelta.

Edella johdettujen kolmen yhtéalon muodostaman ryhmén ratkaisu on

6 4 2

P = ?,pQ = ?,pz =7

Koska pelin alussa aloittaja Irjan nappula oli kahden askeleen pa#ssa Valtterin
nappulasta, vastaus on py, = ‘—;.



Kommentti. Samanlainen idea yleistyy muihinkin peleihin, joissa on &aarelli-
nen méaard mahdollisia tilanteita ja joissa esiintyy satunnaisuutta. Téalloin tietysti
yhtéaloryhmassa olevien muuttujien méaara voi olla suurempi.



