Lukion matematiikkakilpailu 2006

Loppukilpailutehtavien ratkaisuhahmotelmia

1. Maarita kaikki positiivisten kokonaislukujen parit (z,y), joille

x +y+ xy = 2006.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on kirjoittaa vasen puoli tulomuotoon (z+1)(y+1) — 1.
Koska (z+ 1)(y + 1) = = + y + xzy + 1, tehtévin yhtalo on yhtéapitdva yhtalon

(z+1)(y + 1) = 2007

kanssa.

Etsitdan sitten luvun 2007 alkutekijahajotelma. Koska numeroiden summa 2 + 0 +
0+ 7 =9 on jaollinen yhdeksall&, 2007 on jaollinen yhdeksalla: 2007 = 9 - 223. Luku
223 ei ole jaollinen kahdella, kolmella eiké viidella. Kokeilemalla huomaa, etta 223 ei
ole jaollinen 7:114, 11:114 eikd 13:1la. Koska 152 = 225 > 223, suurempia mahdollisia
tekijoita ei tarvitse tutkia; 223 on alkuluku. Siis luvun 2007 alkutekijahajotelma on

2007 = 3 - 3 - 223.

Koska on oltava z +1 > 2 ja y + 1 > 2, on oltava joko

r+1=9, fr+1=223, [e+1=3, x4 1 =669,
tal tal tal
y+1=223 y+1=9 y+1=0669 y+1=3.
Tésta saadaan ratkaisut (z,y) = (8,222), (222, 8), (2,668) ja (668,2). Selvisti kaikki

saadut lukuparit ovat alkuperéisen yhtalon ratkaisuja.

yleisesti lausekkeisiin muotoa axy + bx + cy: patee
c b
axy+bx+cy:a(:c+—> (y—l——) +d
a a

jollakin vakiolla d (nimittdin d = —be/a). Tamé on “nelicksi tdydentédmisen” variantti
kahdelle muuttujalle.

2. Osoita, ettd kaikilla reaaliluvuilla a patee
31+a”+a*)>(1+a+ad)

(hyodyntéen tietoa siité, ettd a = 1 on nollakohta).
Lasketaan epayhtdlon vasemman ja oikean puolen erotus:

31+a*+a*) — (1 +a+a*?=(3+3a*+3a*) — (1+a®+a* + 2a+ 2a* + 2a*)
= 2a" — 2a* — 2a + 2.



2(a —1)*(a* +a+1).

Tehtévin ratkaisemista varten riittéé siis endé osoittaa, ettd a®> + a + 1 on aina
vahintdan nolla. Témaéan voi perustella esimerkiksi silld, ettd diskriminantti —3 on
negatiivinen, tai tdydentdmélld nelion a® +a + 1 = (a + 1/2)% + 3/4.

3. Luvut p, 4p? + 1 ja 6p* + 1 ovat alkulukuja. M&irita p.
Vastaus. Vain p = 5 toteuttaa annetun ehdon.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on tutkia lukujen jakojaannoksia viidelld jaettaessa eli
tutkia lukuja modulo 5.

Huomataan, ettd p = 5 on ratkaisu: 5, 4- 5%+ 1 = 101 ja 6 - 52 + 1 = 151 ovat
kaikki alkulukuja.

Oletetaan sitten, ettéd p ei ole 5. Erityisesti p ei ole jaollinen viidella, eli p on joko
1,2,3 tai 4 (mod 5). Kdydéadn tapaukset lapi. Tapauksien lapikdyntiin kiytetdan
kongruenssien laskusaantoja.

e Jos p=1 (mod 5), niin
4p*+1=4-1"+1=5=0 (mod 5),
eli 4p? +1 on jaollinen viidelld. Koska 4p® +1 > 5, ei 4p* + 1 téten ole alkuluku.
e Jos p =2 (mod 5), niin
6p°+1=6-2°+1=25=0 (mod 5),
eli 6p? + 1 on jaollinen viidelld. Koska 6p* +1 > 5, ei 6p* + 1 téten ole alkuluku.

e Jos p=3 (mod 5), niin taas lasketaan, ettd 6p? + 1 on jaollinen viidelld, miki
ei kay.

e Jos p =4 (mod 5), niin taas lasketaan, ettd 4p* + 1 on jaollinen viidelld, mika
ei kay.

Kommentti. Ratkaisun voi muotoilla my6s ilman kongruensseja kirjoittamalla
luvun p jakoyhtalon avulla muodossa p = 5a + b, missd 0 < b < 5 on jakojaannos
kun p jaetaan viidelld ja a on jaon kokonaisosa. Idea on kuitenkin sama, eli ideana
on tutkia luvun p jakojadnncksié viidella jaettaessa.

4. Kolmion kaksi keskijanaa ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Todista, etta
kolmion keskijanat ovat erdan suorakulmaisen kolmion sivut.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on hyddyntda yhdenmuotoisuutta, yhta pitkia pituuksia
ja Pythagoraan lausetta.

Oletetaan, ettd kolmion ABC keskijanat ovat AD, BE ja CF ja ettd BE 1 CF.
Keskijanojen leikkauspiste on G.



Avainhuomiot:

1. Koska BGC' on suorakulmainen kolmio ja D on janan BC' keskipiste, niin D
on kolmion BGC' ympéarysympyran keskipiste (vrt. Thaleen lause ja kehékul-
malause). Erityisesti DG on yhté pitkd kuin BD ja DC.

2. Painopiste G jakaa mediaanit AD, BE ja C'F osiin, joiden pituuksien suhde on
2 : 1 (tunnettu tulos, seuraa hyédyntamalld yhtéa pitkistd pituuksista saatavia
yhdenmuotoisia kolmioita).

Hyodynnetaan néitd huomiota. Pythagoraan lause kolmioon BC'G antaa
BG* + CG? = BC”.

Tésséd BG on pituudeltaan 2/3 mediaanista BE ja samoin C'G on 2/3 mediaanista
C'F. Lisiksi hyodyntamalld ensimmaéistd huomiota todetaan, ettd BC on tuplasti
pituus DG, joka on kolmasosa mediaanista AD. Siis BC' on 2/3 mediaanista AD.
Yhtalon voi siis kirjoittaa muotoon

(52£) + (Gor) = (5a0)

mista sieventamalld saadaan
BE?* + CF? = AD?,

mista viite seuraa Pythagoraan lauseella.

5. Kuvan 16 x 16-ruudukolla pelataan Nelipe-pelid seuraavasti: Kaksi pelaajaa
kirjoittaa vuoroin ruudukon eri ruutuihin kokonaislukuja 1,2,...16. Luku pitaa
valita niin, ettei mikdan luku toistu milldén rivilla, sarakkeella eikd missdan kuvan
16 pikkuneliossa. Pelin havidaa ensimmaéainen, joka ei voi siirtda. Kumpi pelaajista
voittaa, aloittaja vai toinen pelaaja, kun pelaajat pelaavat parhaalla mahdollisella
tavalla?



Vastaus. Toinen pelaaja voittaa.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on symmetria. Toisena pelaava voittaa kirjoittamalla
aina keskipisteeseen nahden symmetriseen ruutuun saman luvun kuin aloittaja.

Oletetaan, ettd pelaajat ovat A ja B ja ettd A kirjoittaa ensimméisen numeron.
Merkitdén S(R):114 ruutua, joka on symmetrinen ruudun R kanssa kuvion keskipisteen
suhteen. Pelaaja B voittaa aina, jos B kiyttdd seuraavaa strategiaa: kun A on
kirjoittanut ruutuun R luvun n, niin B kirjoittaa ruutuun S(R) luvun n.

S(R)

Perustellaan tarkasti, ettd B todella voi pelata nidin. Kunhan olemme tarkistaneet
tdman, niin on selvid, ettd B voittaa: koska laudan ruutujen méaéré on parillinen,
niin ei voi koskaan tulla vastaan tilannetta, jossa A on tehnyt siirron ja B ei voisi
tehda siirtoa.

Tarkistetaan siis, ettd B voi pelata néin. Ensinndkin A:n ensimmaéisen siirron
jalkeen S(R) on varmasti vapaa, ja jokaista A:n siirtoa edelténeet siirrot ovat aina
varanneet jonkin ruutuparin R, S(R), joten A:n viimeinen siirto on tehty sellaiseen
ruutuun Ry, jolle S(Ry) on vapaa. Koska neliossé on parillinen mééra riveja, S(Ry):m



vaaka- ja pystyrivin ruudut ovat Rj:n vaaka- ja pystyrivin ruutujen kanssa sym-
metrisid. Myos se 4 x 4 -pikkunelio, johon S(Ry) kuuluu, koostuu Rj:m pikkunelitn
kanssa symmetrisistd nelidistd. Ennen A:n viimeista siirtoa Ry:n ja S(Ry)m vaaka-
ja pystyriveilld sekéd pikkunelidisséd on samat luvut. Jos A voi kirjoittaa Rj:hon luvun
ng, voi B siis my6s kirjoittaa S(Ry):hon luvun ng.



