Lukion matematiikkakilpailu 2008

Loppukilpailutehtavien ratkaisuja

1. Suureen jinisjahtiin osallistui kettuja, susia ja karhuja. Metsdstdjia oli 45, ja
saalis olt yhteensd 2008 janista. Jokainen kettu pyydysti 59 janistd, jokainen susi

41 janistd ja jokainen karhu 40 janistd. Montako kettua, sutta ja karhua seurueessa
oli?

Vastaus. Kettuja oli 10, susia 18 ja karhuja 17.
Ratkaisu. Ratkaisun idea on muodostaa yhtaloryhma ja tutkia sen ratkaisuja.

Merkitadn kettujen, susien ja karhujen méaéria muuttujilla z,y ja z. Télléin z, y ja

z ovat epanegatiivisia kokonaislukuja ja ne toteuttavat yhtéloparin

39z + 41y + 40z = 2008

rt+y+z = 45.
Kun ryhmésté eliminoidaan z (kertomalla alempi yhtélo luvulla 40 ja véhentdmalla
saatu yhtdlo ensimmaisestd), tullaan valttdmattomadn ehtoon 19z + y = 208. Koska
0 <y <45,0n163 < 192 < 208. Koska 8-19 = 152 ja 11-19 = 209, ainoat mahdolliset
rmarvotovat x =9 jax =10. Josxz =9, ony =37jaz =45—-9 - 37 = —1.

Siis x = 10,y = 18 ja z = 17 on ainoa mahdollisuus. Helposti ndhd&én, ettd taméa
kolmikko toteuttaa tehtavan ehdot.

2. Kolmion ABC' sisddn piirretyn ympyran keskipiste on I. Suorat AI, BI ja C1
leikkaavat kolmion ABC ympdri piirretyn ympyrin myds pisteissd D, E ja F (tdssd
jarjestyksessd). Osoita, etti AD ja EF ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on laskea kulmia kehdkulmalauseen ja kulmanpuolittajien
avulla.

Olkoon P janojen AD ja EF leikkauspiste. Haluamme osoittaa, ettéd kolmio APFE
on suorakulmainen kolmio. Téatd varten riittdd osoittaa, ettd kulmien ZEPA ja
/AEP summa on 90°.



Mietitdén kulmia vastaavia kolmion ABC ympérysympyrén kaaria. Namé on
merkitty alla olevaan kuvaan. Kulma ZAEF vastaa kaarta AF, ja kaari ZDAFE
vastaa kaarta DF, jonka voi jakaa kahdeksi kaareksi DC' ja C'E.

Yhdessé ndmé kaaret vastaavat puolta kolmion ABC' ympérysympyréstd. Nimittain
sininen kaari AF' vastaa kulmaa ZACF, joka on puolet kulmasta ZACB, jota vastaa
kaari AB. Siis AF' on puolet kaaresta AB. Vastaavasti DC' on puolet kaaresta BC
ja CE on puolet kaaresta AC'. Viite seuraa.

Kommentti. Ratkaisun voi tietysti myos muotoilla kaarien pituuksien sijasta
kulmien avulla. Samalla paattelylld saadaan, etté

/AEF = %4403, /DCA = %4&40 ja ZOAE = %40&4,



mistd summaamalla saadaan haluttu vaite.
3. Ratkaise Diofantoksen yhtdlo

2008 __ 2008 __ 22009

x Y

(Diofantoksen yhtdlon ratkaisemisella tarkoitetaan yhtdlon kokonaislukuratkaisujen
mdadrittamistd. )

Vastaus. Yhtalolla ei ole kokonaislukuratkaisuja.

jaollisuuksia.
Esitdmme kaksi ratkaisua.

1. ratkaisu. Yhtalon vasen puoli on kahden nelion erotus. Jakamalla vasen puoli
tekijoihin saadaan yhtalo

(I1004 4 y1004)($1004 o y1004) — 22009'

Yhtélon vasemman puolen molemmat tulontekijat ovat luvun 2 potensseja. Siis on
olemassa kokonaisluku 0 < p < 2009, jolla

{331004 4 oyl00d — op

1004 _ ., 1004 _ 22009—1)
)

z Y

Summaamalla yhtalot saadaan
2x1004 — 2p + 22009—])‘

Téaten p > 1 ja
$1004 — 2p—1 + 22008—1?.

Luvuista p — 1 ja 2008 — p pienempi on enintddn 1003. Olkoon tdma luku ¢. Siis
$1004 — 2(1(1 4 220077q).

1004 21004

Jos ¢ > 0, x on parillinen, ja x on jaollinen 11a. Tama ei ole mahdollista,
koska g < 1003 ja 2007 — ¢ > 1. Siis ¢ = 0 on ainoa mahdollisuus. Yhtélon

1'1004 -1 + 22007

ratkaisuiksi eivit kiy parilliset luvut eivitka kokoluokkasyista parittomat luvut, jotka
ovat > 5. Myoskdan x = 3 ei kiy, esimerkiksi koska

31004 — 81251 < 128251 — 21757 < 22007 4 1.

Yhtalolla ei siis ole ratkaisuja.

kahden nelion erotuksena ja todetaan, etté

1004 | (1004 _ op



jollain kokonaisluvulla p > 0.

Jos p > 2, tutkimalla tata yhtélod modulo 4 huomataan, ettd x ja y ovat parillisia.
Kirjoitetaan x = 2a ja y = 2b, missé a ja b ovat kokonaislukuja, ja sijoitetaan tama
alkuperiiseen yhtéloon 22008 — 92008 = 22009 Gaadaan

a2008 o b2008 —9

Jakamalla timéin taas kahden nelion erotukseksi saadaan, ettd a'%* 4 519 on joko

1 tai 2. Téstd seuraa, etté |a|, [b| < 1. Mikddn téllainen lukupari ei kuitenkaan ole
yhtélon a?0%® — p2908 — 2 ratkaisu.

Tulee siis olla p = 0 tai p = 1, josta kuten edelld saadaan, ettd |z|, |y| < 1. Mikdén
tallainen lukupari ei kuitenkaan ole yht#lon 22908 — /2008 = 22009 patkaisu.

4. Kahdeksan jalkapallojoukkuetta pelaa otteluita niin, ettei mikddn pari pelaa
kahta ottelua keskenddn etkd mikdadn joukkuekolmikko kaikkia kolmea mahdollista
ottelua. Mikd on suurin mahdollinen mddrd otteluita?

Vastaus. Otteluita voi olla enimmillddn 16.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on tutkia tapauksia sen mukaan, kuinka monta pelia
eniten peleja pelannut joukkue on pelannut.

Olkoot joukkueet Jq, Js, ..., Js. Alla on kuvattu esimerkki, jossa otteluita on 16
kappaletta. Ideana on jakaa joukkueet kahden neljan joukkueen joukkoon ja peluuttaa
eri joukkojen joukkueet toisiaan vastaan. Kuvassa joukkueet on yhdistetty toisiinsa
jos ne pelaavat toisiaan vastaan.

Osoitetaan sitten, ettei peleja voi olla enempaéd kuin 16.

Tutkitaan joukkuetta, joka on pelannut eniten otteluita. Oletetaan symmetriaan
nojautuen, ettd tama joukkue on J;. Tutkitaan tapauksia sen mukaan, montako pelia
J1 on pelannut.

Jos Ji on pelannut 7 ottelua, eivit mitkdan kaksi joukkuetta J; ja J, i,k > 1 ole
pelanneet keskenéén. Otteluita on siis 7.

Jos J; on pelannut 6 ottelua, sanokaamme joukkueita J;,2 < k < 7, vastaan, eivét
mitkdan joukkueista J;, Ji,2 < i,k < 7, ole pelanneet keskenédéan. Joukkue Jg on
pelannut enintéén 6 ottelua. Otteluita on siten enintéén 6 + 6 = 12.

Jos Ji on pelannut 5 ottelua, joukkueita J;,2 < k < 6, vastaan, ndmé joukkueet
eiviat ole pelanneet yhtddan ottelua keskendédn. Joukkueet J; ja Jg ovat pelanneet
enintddn 5 ottelua kumpikin, joten otteluiden maara ei ylita 15:tta.

Jos J; on pelannut 4 ottelua, mikaan joukkue ei ole pelannut enempéan kuin nelja
ottelua. Joukkuetta kohden laskettuja on siis enintdén 8 - 4 = 32, mutta kun joka
ottelu tulee lasketuksi kahdesti, otteluita on enintédén 16.
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Jos Jj:n pelaamien otteluiden mééré on p < 3, otteluita on (kuten edelld) yhteensa
enintaan 4p < 12.

Suurin ottelumééara on siis 16.
Kommentti. Ratkaisu yleistyy mille tahansa maéarille joukkueita.

5. Jana I on kokonaan peitetty dadrelliselld mddrdlld janoja. Osoita, ettd ndistdi
janoista voidaan valita osajoukko S, jolla on seuraavat ominaisuudet:

(1) milladn kahdella S:ddn kuuluvalla janalla ei ole yhteisid pisteitd,

(2) S:ddn kuuluvien janojen yhteinen pituus on enemmdn kuin puolet I:mn pituu-
desta.

Osoita, etté viite ei pida paikkaansa, jos jana I korvataan ympyralld ja muut sanan
“jana” esiintymét sanalla “ympyrénkaari”.

Ratkaisu. Ratkaisun idea on kiyttaa induktiota ja induktion kautta palauttaa
ongelma pienempéin tapaukseen tai erddseen (verrattain) helppoon tapaukseen.

[Tehtévan muotoilu oli epdonnistunut. Jos janat ovat suljettuja, siis padtepisteet
mukana, viite ei esitetyssd muodossaan ole tosi; ainoastaan viahén heikompi véite
“...yhteinen pituus on vihintddn puolet I:n pituudesta...” on todistettavissa. Vas-
taesimerkiksi kelpaa janan peittdminen kahdella janan puolikkaalla. Jos janat ovat
avoimia, vaite on tosi. Todistetaan alla heikompi véite suljettujen vélien tapauksissa
— todistus avoimille véleille perustuu samanlaisiin ideoihin.|

Todistetaan viite induktiolla janojen lukuméaéréan n suhteen. Jos n = 1, asia on
selvi. Oletetaan, ettéd véite pétee, kun janoja on n kappaletta. Olkoot i1, 49, ..., 4,11
n + 1 janaa, joiden yhdiste kokonaan peittda I:n.

Jos tassé joukossa on jokin jana i,, jonka muut joukon janat kokonaan peittévat,
niin joukko, josta i, on poistettu, on nmn janan joukko, joka edelleen peittaa koko
I'n. Induktio-oletusta voidaan kayttaa.

Jos tassa joukossa on kaksi janaa 7, ja i4, joilla on yhteinen padtepiste muttei
muita yhteisia pisteita, niin joukko, jossa %, ja i, on korvattu niiden yhdisteelld ¢, Ui,
on joukko, joka toteuttaa induktio-oletuksen. Sillé on tehtédvin mukainen osajoukko
S'. Jos i, Ui, kuuluu tahén osajoukkoon, se voidaan purkaa takaisin osikseen i, ja
iq, ja saadaan haluttu joukko S.

Jos kumpikaan edelld mainituista tilanteista ei toteudu, janat voidaan numeroida
niin, ettd i, ja 19, 19 ja i3, i3 ja 14 ja niin edelleen leikkaavat toisiaan, mutta #; ja is,
i2 ja 14 ja niin edelleen eivit leikkaa toisiaan.
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Nyt 41,13, 5, ... ja 19,14, g, . . . OVat toisiaan peittdméttomisté janoista koostuvia
joukkoja. Koska joukkojen yhdisteen janat peittéavat koko I:n, on ainakin toisen
joukon janojen yhteispituuden oltava ainakin puolet I:n pituudesta. Namé voidaan
valita joukoksi S.

Jos I'n sijalla on ympyran kehé ja osajonojen tilalla kaaret, viite ei toteudu. Tama
nahdéan esimerkiksi tapauksessa n = 3; kaaret, joita vastaavien keskuskulmien vilit
ovat esimerkiksi [0°,130°], [120°,250°] ja [240°, 370°], peittévit koko ympyrdn kehén,
mutta mikadn niistd ei yksinddn peitd koko kehéaa ja jokaisella kahdella on yhteisia
pisteita.



